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第一章 数与式

第１课时 实数的基本概念

一、课前热身

１．－５的相反数是　 　；倒数是　 　；绝对值是　　　　．

２．１６的平方根是　 　，算术平方根是　 ；－８１的立方根是 　．

３．实数２，槡２，
１

２
，０中，无理数是　 　．

４．在实数０，－槡３，－
２

３
，狘－２狘中，最小的数是 　．

二、知识要点

１．实数的分类

实

数

有理数

整数

正整数

烅

烄

烆负整数

｛
烅

烄

烆

烍

烌

烎
正分数

有限小数或无限循环小数

正无理数

｛ ｝负无理数

烅

烄

烆 无限不循环小数

２．实数的有关概念

（１）数轴的三要素： 、 和单位长度．

（２）实数与数轴：实数与数轴上的点 对应．

（３）实数的相反数、倒数、绝对值：

实数犪的相反数为 ；若犪，犫互为相反数，则犪＋犫＝ ；非零实数犪的倒数

为 （犪≠０）；

若犪，犫互为倒数，则犪犫＝ ；

实数犪的绝对值为狘犪狘＝
（犪≥０），

（犪＜０）｛ ．

３．平方根、算术平方根、立方根

（１）正数犪的平方根为　　　　　，其中　 叫做犪的算术平方根；

（２）任意一个数犪的立方根记为　　　　．

４．实数大小的比较

（１）在数轴上表示两个数的点，右边的点表示的数比左边的点表示的数　 　；

（２）正数大于　　　　，负数小于零；两个负数，绝对值大的　　　　．

三、典例精析

【例１】 下列各数中：－１，０，－ 槡１６９，
π
２
，１．１０１００１……（每两个１之间依次多一个０），
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０．６
·

，槡２－１，ｃｏｓ４５°，－ｃｏｓ６０°，
２２

７
，２，

２２

７
－π ．

有理数集合｛　　 　｝； 正数集合｛　　 　｝；

整数集合｛　　 　｝； 自然数集合｛　 　｝；

分数集合｛　　 　｝； 无理数集合｛　 　｝；

绝对值最小的数的集合｛　 　｝．

【例２】 实数犪，犫在数轴上对应点的位置如图所示，化简狘犪狘＋ （犪－犫）槡
２ 的结果是

（　　）

Ａ．－２犪＋犫 Ｂ．２犪－犫

Ｃ．－犫 Ｄ．犫

【例３】已知（狓－２）
２
＋狘狔－４狘＋ 狕－槡 ６＝０，求狓狔狕的值．

四、中考链接

１．（２０１８·株洲）如图，
２

５
的倒数在数轴上表示的点位于下列哪两个点之间 （　　）

Ａ．点犈和点犉 Ｂ．点犉和点犌

Ｃ．点犌和点犎 Ｄ．点犎 和点犐

２．（２０１９·江苏）下列个数中，小于－２的数是 （　　）

Ａ．－槡５ Ｂ．－槡３ Ｃ．－槡２ Ｄ．－１

３．（２０１８·菏泽）下列各数：－２，０，
１

３
，０．０２００２０００２…，π，槡９，其中无理数的个数是

（　　）

Ａ．４ Ｂ．３ Ｃ．２ Ｄ．１

４．（２０１９·甘肃）已知狘犪狘＝１，犫是２的相反数，则犪＋犫的值为 （　　）

Ａ．－３ Ｂ．－１ Ｃ．－１或－３ Ｄ．１或－３

五、拓展训练

１．在数轴上到原点距离等于３的点所表示的数是 （　　）

Ａ．－３ Ｂ．３ Ｃ．±３ Ｄ．不能确定
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２．如图为张小亮的答卷，他的得分应是 （　　）

Ａ．１００分 Ｂ．８０分 Ｃ．６０分 Ｄ．４０分

３．下列各数：
１

３
，π，

３

槡８，ｃｏｓ６０°，０，槡３，其中无理数的个数是 （　　）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

４．如图，若犃，犅两点在数轴上表示的数分别是犪，犫，则下列式子成立的是 （　　）

Ａ．犪＋犫＜０ Ｂ．－犪＜－犫 Ｃ．１－２犪＞１－２犫 Ｄ．狘犪狘－狘犫狘＞０

５．对于实数狆，狇，我们用符号ｍｉｎ｛狆，狇｝表示狆，狇两数中较小的数，如ｍｉｎ｛１，２｝＝１，因此

ｍｉｎ｛－槡２，－槡３｝＝ ；若ｍｉｎ｛（狓－１）
２，狓２｝＝１，则狓＝ 　．

第２课时 实数的运算及科学记数法

一、课前热身

１．－３＋４＝ ，－４－２＝ ，２－（－６）＝ ，２×（－６）＝ ；

２．（－２）
２
＝ ；－２

２
＝ ；３－２＝ ；（－

１

３
）－２＝ ；（π－３）

０
＝ ．

３．３０×（
１

２
）－２＋狘－２狘＝ ．

４．据国家旅游局统计，２０１７年端午小长假全国各大景点共接待游客约为８２６０００００人次，

数据８２６０００００用科学记数法表示为 （　　）

Ａ．０．８２６×１０
６ Ｂ．８．２６×１０

７ Ｃ．８２．６×１０
６ Ｄ．８．２６×１０

８

二、知识要点

１．实数的运算

（１）在实数范围内，加、减、乘、除（除数不为０）、乘方都可以进行，但开方运算不一定能进

行，正实数和０总能进行开方运算，而负实数只能开立方，不能 ．

（２）有理数的一切运算性质和运算律都适用于实数运算．

（３）实数的运算顺序：先算 、开方，再算乘除，最后算 ，有括号要先算括

号内的，若没有括号，在同一级运算中，要从 至 依次进行运算．

（４）实数的混合运算经常把零指数幂、负整数指数幂、绝对值、根式、三角函数等知识结合

起来，解决这类问题时，应明确各种运算的含义，如：犪０ ＝ （犪≠０），犪
－狆 ＝
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（犪≠０，狆是正整数），
犪
（ ）犫

－狀

＝ ．

２．运算律

（１）加法交换律：　 　；（２）加法结合律：　 　；

（３）乘法交换律：　 　；（４）乘法结合律：　 　；

（５）分配律：　　 　．

３．科学记数法、近似数和有效数字

（１）科学记数法：一般形式为犪×１０
狀（ ≤狘犪狘＜ ，狀为整数）．

（２）近似数：一个近似数，四舍五入到哪一位，就说这个近似数精确到哪一位；从左边第一

个不为０的数开始到最末一个数为止，都是这个近似数的有效数字．

三、典例精析

【例１】 下列运算正确的是 （　　）

槡Ａ．４＝２ Ｂ．（－３）
２
＝－９ Ｃ．２－３ ＝８ Ｄ．２０ ＝０

【例２】 计算：

（１）（１－槡２）
０
－ 槡１２＋狘－２狘＋４ｃｏｓ３０° （２）（

２

３
－
１

１２
－
４

１５
）×（－６０）

（３）－１．５３×０．７５＋０．５３×
３

４
－４×０．７５

【例３】 某微生物的直径为０．０００００５０３５ｍ，用科学记数法表示该数为 （　　）

Ａ．５．０３５×１０
－６ Ｂ．５０．３５×１０

－５ Ｃ．５．０３５×１０
６ Ｄ．５．０３５×１０

－５

【例４】 如表是一个４×４（４行４列共１６个“数”组成）的奇妙方阵，从这个方阵中选四个

“数”，而且这四个“数”中的任何两个不在同一行，也不在同一列，有很多选法，把每次选出的

四个“数”相加，其和是定值，则方阵中第三行三列的“数”是 （　　）

３０ 槡 槡４ ２ ３ｓｉｎ６０° ２２

－３ －２ －槡２ｓｉｎ４５° ０

狘－５狘 ６ ２３

（１
３
）－１ ４ 槡２５ （１

６
）－１

Ａ．５ Ｂ．６ Ｃ．７ Ｄ．８

四、中考链接

１．（２０１９·湖南）下列运算正确的是 （　　）

Ａ． （－２）槡
２
＝－２ Ｂ．（槡２ ３）

２
＝６

槡Ｃ．２＋槡３＝槡 槡５ Ｄ．２×槡３＝槡６

２．（１）（２０１７·株洲）计算：槡８＋２０１７
０
×（－１）－４ｓｉｎ４５°．

（２）（２０１８·株洲）计算：－
３

２
＋２

－１
－３ｔａｎ４５°．
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　　（３）（２０１９·株洲）计算：狘－槡３狘＋π－２ｃｏｓ３０°．

３．（２０１９·湖南）下面是一个简单的数值运算程序，当输入狓的值为１６时，输出的数值为

　　　　．（用科学计算器计算或笔算）．

输入 →狓 槡 →　　 ＋ →２ ＋ →１ 输出

４．（２０１９·四川）第二届“一带一路”国际合作高峰论坛于２０１９年４月２５日至２７日在北京

召开，“一带一路”建设进行５年多来，中资金融机构为“一带一路”相关国家累计发放贷款２５０

０００００００００元，重点支持了基础设施、社会民生等项目．数字２５００００００００００用科学记数法表

示，正确的是 （　　）

Ａ．０．２５×１０
１１ Ｂ．２．５×１０

１１ Ｃ．２．５×１０
１０ Ｄ．２５×１０

１０

５．（２０１９·株洲）从－１，１，２，４四个数中任取两个不同的数（记作犪犽，犫犽）构成一个

数组犕犓 ＝｛犪犽，犫犽｝（其中犽＝１，２…犛，且将｛犪犽，犫犽｝与｛犫犽，犪犽｝视为同一个数组），若满足：

对于任意的犕犻＝ ｛犪犻，犫犻｝和犕犼 ＝ ｛犪犻，犫犼｝（犻≠犼，１≤犻≤犛，１≤犼≤犛）都有犪犻＋犫犻≠犪犼＋

犫犼，则犛的最大值 （　　）

Ａ．１０ Ｂ．６ Ｃ．５ Ｄ．４

五、拓展训练

１．计算：

（１）２２－（－２８）＋（－９）－１７ （２）
８

５
×（－

１

４
）÷（－

２

３
）

（３）１７－２
３
÷（－２）×３ （４）－４

２
×（
３

２
＋
１

４
－
５

８
）

２．（１）计算： （－２）槡
２
－狘－１狘＋（２０１２－π）

０
－（
１

２
）－１．

（２）计算：２－１＋ｃｏｓ６０°－狘－３狘．

（３）计算：槡４－（π－２）
０
－狘－５狘＋（－１）

２０１２
＋（
１

３
）－２．

３．２０１６年，我国国内生产总值达到７４．４万亿元．数据“７４．４万亿”用科学计数法表示为

（　　）

Ａ．７４．４×１０
１２ Ｂ．７．４４×１０

１３ Ｃ．７４．４×１０
１３ Ｄ．７．４４×１０

１４

４．中国人最先使用负数，魏晋时期的数学家刘徽在“正负术”的注文中指出，可将算筹（小

棍形状的记数工具）正放表示正数，斜放表示负数．如图，根据刘徽的这种表示法，观察图 ①，

可推算图 ② 中所得的数值为　　　　　．
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第３课时 整式概念及加减运算

一、课前热身

１．多项式狓２狔＋２狓狔－狓－１的次数是　　　　；它是一个　　　 次　　　 项式．

２．计算：
１

２
（２狓＋１）－２（狓－１）＝ 　　　　；２（狓－４）－

１

３
（２狓－３）＝ 　　　　．

３．如果整式狓狀－２－５狓＋２是关于狓的三次三项式，那么狀等于 （　　）

Ａ．３ Ｂ．４ Ｃ．５ Ｄ．６

二、知识要点

１．整式分类：

代数式

有理式
整式

单项式

｛多项式｛分式｛
无理式

比较下列两个概念

（１）单项式的次数：　　　　　　　　　；（２）多项式的次数：　　　　　　　　　．

２．代数式、代数式的值

（１）代数式：代数式是由运算符号（加、减、乘、除、乘方、开方）把 或表示

的 连接而成的式子，单独的一个数或一个字母也是代数式．

（２）代数式的值：用数值代替代数式里的 ，计算后所得的结果．

３．同类项：所含　　　　　　　　 相同，且　　　　　　 也相同的项叫做同类项．

４．合并同类项：只把系数　　　　　　，所含字母及字母的指数不变．

５．整式的加减运算：实际就是　　　　　．

６．去括号法则：　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　．

三、典例精析

【例１】 代数式３犿＋狀，－２犿狀，狆，
狓－犫
２
，０，
１

狓
中，单项式有 （　　）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

【例２】 单项式９狓犿狔
３ 与单项式４狓２狔

狀 是同类项，则犿＋狀的值是 （　　）

Ａ．２ Ｂ．３ Ｃ．４ Ｄ．５

【例３】 先化简，再求值：３（２狓２－狓狔）－４（－６＋狓狔＋狓
２），其中狓＝－１，狔＝

１

７
．

【例４】 已知当狓＝１时，２犪狓
２
＋犫狓的值为３，则当狓＝２时，犪狓

２
＋犫狓的值为 ．
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四、中考链接

１．（２０１９·岳阳）下列运算结果正确的是 （　　）

Ａ．３狓－２狓＝１ Ｂ．狓３÷狓
２
＝狓

Ｃ．狓３·狓２ ＝狓
６ Ｄ．狓２＋狔

２
＝ （狓＋狔）

２

２．（２０１４·佛山）多项式１＋２狓狔－３狓狔
２ 的次数及最高次项的系数分别是 （　　）

Ａ．３，－３ Ｂ．２，－３

Ｃ．５，－３ Ｄ．２，３

３．（２０１４·济宁）如果整式狓狀－２－５狓＋２是关于狓的三次三项式，那么狀等于 （　　）

Ａ．３ Ｂ．４ Ｃ．５ Ｄ．６

４．（２０１９·滨州）若８狓犿狔与６狓
３
狔
狀 的和是单项式，则（犿＋狀）

３ 的平方根为 （　　）

Ａ．４ Ｂ．８ Ｃ．±４ Ｄ．±８

五、拓展训练

１．化简：犪－［犫－（犮－犫）］＝ 　　　　　．

２．已知一个多项式与３狓２＋９狓的和等于３狓
２
＋４狓－１，则这个多项式是 （　　）

Ａ．－５狓－１ Ｂ．５狓＋１

Ｃ．－１３狓－１ Ｄ．１３狓＋１

３．若单项式２狓２狔
犪＋犫 与－狓

犪－犫
狔
４ 是同类项，则犪，犫的值分别为 （　　）

Ａ．犪＝３，犫＝１ Ｂ．犪＝－３，犫＝１

Ｃ．犪＝３，犫＝－１ Ｄ．犪＝－３，犫＝－１

４．若单项式狓犿－狀狔
狀 与４狓２狀狔

３ 的差是－３狓
犿－狀
狔
３，则 （　　）

Ａ．犿≠９ Ｂ．狀≠３

Ｃ．犿＝９且狀＝３ Ｄ．犿≠９且狀≠３

５．如图，两个正方形的面积分别为１６，９，两阴影部分的面积分别为

犪，犫（犪＞犫），则（犪－犫）等于 （　　）

Ａ．７ Ｂ．６

Ｃ．５ Ｄ．４

第４课时 整式的乘除运算

一、课前热身

１．犪３·犪２ ＝ 　　　　；（犪
３）２ ＝ 　　　　；犪

３
÷犪

－２
＝ 　　　　；３狓（２狓－１）＝ 　　　　．

２．（２犪－３）（２犪＋３）＝ 　　　　；（１＋２犫）
２
＝ 　　　　；（２犪－３犫）

２
＝ 　　　　．

３．下列计算正确的是 （　　）

Ａ．狓４·狓４ ＝狓
１６ Ｂ．（犪３）２ ＝犪

５

Ｃ．（犪犫２）３ ＝犪犫
６ Ｄ．犪＋２犪＝３犪
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二、知识要点

１．整式的乘除运算

（１）整式的乘法（各举一例）

①２犪犫·
１

４
犪２犫＝ ； ②－２狓·（３狓

２
－狓＋１）＝ ；

③（３犿－狀）（犿＋２狀）＝ ；

（２）整式的除法（各举一例）

①８狓
３
狔
５
÷（２狓狔

２）＝ ； ②（６狓－２狓
２
＋狓

３）÷（２狓）＝ ；

（３）乘法公式：

① 平方差公式：　　　　　　　　　； ② 完全平方公式：　　　　　　　　　．

２．幂的运算性质

（１）犪犿·犪狀 ＝ （犿，狀都是正整数）．

（２）（犪犫）狀 ＝ （狀是正整数）．

（３）（犪犿）狀 ＝ （犿，狀都是正整数）．

（４）犪犿÷犪
狀
＝ （犪≠０，犿，狀都是正整数，且犿＞狀）．

三、典例精析

【例１】 下列计算正确的是 （　　）

Ａ．犪５＋犪
５
＝犪

１０ Ｂ．犪７÷犪＝犪
６

Ｃ．犪３·犪２ ＝犪
６ Ｄ．（－犪

３）２ ＝－犪
６

【例２】 若３狓 ＝４，９狔 ＝７，则３
狓－２狔 的值为 （　　）

Ａ．
４

７
Ｂ．
７

４
Ｃ．－３ Ｄ．

２

７

【例３】先化简，再求值：（狓＋狔）（狓－狔）－（４狓
３
狔－８狓狔

３）÷（２狓狔），其中狓＝－１，狔＝
槡３
３
．

【例４】 已知犪＋犫＝４，犪犫＝－１２，求（犪－犫）
２ 的值．

四、中考链接

１．（１）（２０１７·株洲）计算犪４·犪２ 的结果是 （　　）

Ａ．犪２ Ｂ．犪４ Ｃ．犪６ Ｄ．犪８

（２）（２０１８·株洲）下列运算正确的是 （　　）

Ａ．２犪＋３犫＝５犪犫 Ｂ．（－犪犫）
２
＝犪

２犫

Ｃ．犪２·犪４ ＝犪
８ Ｄ．

２犪６

犪３
＝２犪

３

２．（２０１８·泰州）计算：
１

２
狓·（－２狓

２）３ ＝ ．

３．（２０１８·大庆）若２狓 ＝５，２狔 ＝３，则２
２狓＋狔 ＝ ．
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４．（２０１８·邵阳）先化简，再求值：（犪－２犫）（犪＋２犫）－（犪－２犫）
２
＋８犫

２，其中犪＝－２，犫＝
１

２
．

５．（２０１９·资阳）４张长为犪、宽为犫（犪＞犫）的长方形纸片，按如图的

方式拼成一个边长为（犪＋犫）的正方形，图中空白部分的面积为犛１，阴影

部分的面积为犛２．若犛１ ＝２犛２，则犪、犫满足 （　　）

Ａ．２犪＝５犫 Ｂ．２犪＝３犫

Ｃ．犪＝３犫 Ｄ．犪＝２犫

五、拓展训练

１．下列运算正确的是 （　　）

Ａ．犿６÷犿
２
＝犿

３ Ｂ．３犿２－２犿
２
＝犿

２

Ｃ．（３犿２）３ ＝９犿
６ Ｄ．

１

２
犿·２犿２ ＝犿

２

２．下列各式由左到右的变形中，属于分解因式的是 （　　）

Ａ．犪（犿＋狀）＝犪犿＋犪狀 Ｂ．犪２－犫
２
－犮

２
＝ （犪－犫）（犪＋犫）－犮

２

Ｃ．１０狓２－５狓＝５狓（２狓－１） Ｄ．狓２－１６＋６狓＝ （狓＋４）（狓－４）＋６狓

３．若狓是２的相反数，狘狔狘＝３，则狓－狔的值是 （　　）

Ａ．－５ Ｂ．１ Ｃ．－１或５ Ｄ．１或－５

４．若关于狓的二次三项式狓２＋犪狓＋
１

４
是完全平方式，则犪的值是　　　　．

５．如图，给出了正方形犃犅犆犇 的面积的四个表达式，其中错误的是

（　　）

Ａ．（狓＋犪）（狓＋犪）

Ｂ．狓２＋犪
２
＋２犪狓

Ｃ．（狓－犪）（狓－犪）

Ｄ．（狓＋犪）犪＋（狓＋犪）狓

６．（２０１８·乌鲁木齐）先化简，再求值：（狓＋１）（狓－１）＋（２狓－１）
２
－

２狓（２狓－１），其中狓＝槡２＋１．

第５课时 因式分解

一、课前热身

１．因式分解：２犪犫２＋２犪
２犫＝ 　　　　　　；１－４犪

２
＝ 　　　　　　；

４犪２－４犪犫＋犫
２
＝ 　　　　　　　；

２．分解因式：狓３－９狓＝ 　　　　　　．

３．已知犪＋犫＝１０，犪－犫＝８，则犪
２
－犫

２
＝ 　　　　　．
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二、知识要点

１．分解因式：把一个多项式化成几个因式 的形式．

２．分解因式的方法：

（１）提公因式法：犿犪＋犿犫＋犿犮＝ ．

（２）公式法：犪２－犫
２
＝ ；犪２±２犪犫＋犫

２
＝ ．

３．一般步骤：“一提”“二套”“三分组”．

４．因式分解的要求：分解因式要分解　　　　．

三、典例精析

【例１】 下列各式由左边到右边的变形中，是因式分解的是 （　　）

Ａ．犪（狓＋狔）＝犪狓＋犪狔 Ｂ．狓２－４狓＋４＝狓（狓－４）＋４

Ｃ．１０狓２－５狓＝５狓（２狓－１） Ｄ．狓２－１６＋３狓＝ （狓＋４）（狓－４）＋３狓

【例２】 下列各式能分解因式的有 （　　）

①狓
２
－３狓狔＋９狔

２；②狓
２
－狔

２
－２狓狔；③－犪

２
－犫

２
－２犪犫；

④－狓
２
－１６狔

２；⑤－犪
２
＋９犫

２；⑥４狓
２
－２狓狔＋

１

４
狔
２．

Ａ．５个 Ｂ．４个 Ｃ．３个 Ｄ．２个

【例３】 分解因式：

（１）犪３－４犪； （２）狔
３
－４狔

２
＋４狔；

（３）８犪３犫－２４犪犫
３犮； （４）６（犪－２）＋犪（２－犪）；

（５）犿２＋６狀－犿狀－６犿； （６）１－犪
２
－犫

２
＋２犪犫．

四、中考链接

１．（２０１６·潍坊）将下列多项式因式分解，结果中不含有因式犪＋１的是 （　　）

Ａ．犪２－１ Ｂ．犪２＋犪

Ｃ．犪２＋犪－２ Ｄ．（犪＋２）
２
－２（犪＋２）＋１

２．（１）（２０１７·哈尔滨）把多项式４犪狓２－９犪狔
２ 分解因式的结果是　　　　　　　．

（２）（２０１７·株洲）因式分解：犿３－犿狀
２
＝ ．

（３）（２０１８·株洲）因式分解：犪２（犪－犫）－４（犪－犫）＝ 　　　　　　．

（４）（２０１９·株洲）下列各选项中因式分解正确的是 （　　）

Ａ．狓２－１＝ （狓－１）
２ Ｂ．犪３－２犪

２
＋犪＝犪

２（犪－２）

Ｃ．－２狔
２
＋４狔＝－２狔（狔＋２） Ｄ．犿２狀－２犿狀＋狀＝狀（犿－１）

２
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五、拓展训练

１．分解因式：狓３－４狓
２
－１２狓＝ 　　　　　　．

２．分解因式：犪犫－犪犮＋犫犮－犫
２
＝ 　　　　　　．

３．把多项式狓２＋犿狓＋５因式分解得（狓＋５）（狓＋狀），则犿＝ ，狀＝ ．

４．已知狓２－４狓＋４与狘狔－１狘互为相反数，则式子（
狓

狔
－
狔
狓
）÷（狓＋狔）的值等于 ．

第６课时 分式（一）

一、课前热身

１．若分式
１

狓－３
有意义，则狓的取值范围是 （　　）

Ａ．狓＞３ Ｂ．狓＜３

Ｃ．狓≠３ Ｄ．狓＝３

２．（１）填空：
３犪
犪＋６

＝
６犪犫
（　　）

（犫≠０）；
（　　）

狓２－４狔
２ ＝

狓
狓＋２狔

．

（２）如果把分式
５狓
狓＋狔

中的狓与狔都扩大１０倍，那么这个代数式的值 （　　）

Ａ．不变 Ｂ．扩大５０倍

Ｃ．扩大１０倍 Ｄ．缩小为原来的
１

１０

（３）分式
犪

犪２＋２犪
化简的结果为 ．

二、知识要点

１．分式的概念：

一个整式犳除以一个非零的整式犵，所得的商叫做分式．犵中必须具有条件 ．

２．分式值为０ 分母 ≠０，分子 ＝０；

分式有意义  分母 ≠０；分式无意义  分母 ＝０．

３．分式的性质、约分、通分及符号法则：

（１）性质：
犃
犅
＝
犃×犕
犅×犕

，犃
犅
＝
犃÷犕
犅÷犕

（其中犕 是 的整式）．

（２）约分：把一个分式的分子和分母的 约去，这种变形叫做约分．

（３）通分：根据分式的基本性质把异分母的分式化为 的分式，这一过程叫做

通分．

（４）分式的符号法则：根据分式的性质，分子、分母、分式本身的符号，改变其中任意两个，

分式的值不改变．即符号法则：－
犫
犪
＝－

（　　）

－犪
＝＋

（　　）

－犪
＝＋

（　　）

犪
．
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三、典例精析

【例１】 下列运算中错误的是 （　　）

Ａ．
犪
犫
＝
犪犮
犫犮
（犮≠０） Ｂ．

－犪－犫
犪＋犫

＝－１

Ｃ．
０．５犪＋０．１
０．２犪－０．３犫

＝
５犪＋１
２犪－３犫

Ｄ．
狓－狔
狓＋狔

＝
狔－狓

狔＋狓

【例２】 （１）要使分式
１

狓＋２
有意义，则狓的取值应满足 （　　）

Ａ．狓＝－２ Ｂ．狓≠２ Ｃ．狓＞－２ Ｄ．狓≠－２

（２）分式狘
狓狘－３
狓＋３

的值为０，则狓的值为 （　　）

Ａ．３ Ｂ．－３ Ｃ．±３ Ｄ．任意实数

【例３】 老师设计了接力游戏，用合作的方式完成分式化简，规则是：每人只能看到前一人

给的式子，并进行一步计算，再将结果传递给下一人，最后完成化简．过程如图所示：

　
狓２－２狓
狓－１

÷
狓２

１－狓
　 　

狓２－２狓
狓－１

·１－狓
狓２

　 　
狓２－２狓
狓－１

·狓－１
狓２

　　
狓（狓－２）

狓－１
·狓－１
狓２

　 　
狓－２
２

接力中，自己负责的一步出现错误的是 （　　）

Ａ．只有乙 Ｂ．甲和丁 Ｃ．乙和丙 Ｄ．乙和丁

四、中考链接

１．（２０１９·贺州）要使分式
１

狓＋１
有意义，则狓的取值范围是　　　　．

２．（２０１５·益阳）下列等式成立的是 （　　）

Ａ．
１

犪
＋
２

犫
＝

３

犪＋犫
Ｂ．

２

２犪＋犫
＝

１

犪＋犫

Ｃ．
犪犫

犪犫－犫
２ ＝

犪
犪－犫

Ｄ．
犪

－犪＋犫
＝－

犪
犪＋犫

３．（２０１９·扬州）分式
１

３－狓
可变形为 （　　）

Ａ．
１

３＋狓
Ｂ．－

１

３＋狓
Ｃ．

１

狓－３
Ｄ．－

１

狓－３

４．（２０１６·滨州）下列分式中，最简分式是 （　　）

Ａ．
狓２－１

狓２＋１
Ｂ．
狓＋１

狓２－１
Ｃ．
狓２－２狓狔＋狔

２

狓２－狓狔
Ｄ．
狓２－３６
２狓＋１２

五、拓展训练

１．如果代数式 槡狓
狓－１

有意义，那么狓的取值范围是 （　　）

Ａ．狓≥０ Ｂ．狓≠１ Ｃ．狓＞０ Ｄ．狓≥０且狓≠１
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２．已知分式
狘狓狘－４

狓２＋狓－２０
＝０，则狓的值为　　　　　．

３．已知
犪

狘犪狘
＋
犫

狘犫狘
＝０，则

犪犫

狘犪犫狘
的值为　　　　　．

４．化简：
４犪２－４犪＋１

４犪２－１
＝ 　　　　　　．

５．化简分式
狓狔

２
－狓

２
狔

狓－狔
的结果是 （　　）

Ａ．狓狔 Ｂ．－狓狔 Ｃ．狓２－狔
２ Ｄ．狔

２
－狓

２

第７课时 分式（二）

一、课前热身

１．计算：
２狓
狓＋１

＋
１－狓
狓＋１

＝ ；计算：１
狓
－
１

狔
＝

２．计算：
狓＋狔
狓

· 狓

狓２－狔
２ ＝ 　　　　　　；计算：

（犪＋犫）
２

犪２－犫
２ ＝ 　　　　　　．

二、知识要点

１．分式的加、减、乘及除运算

（１）同分母分式相加减：分母 ，分子 ，最后还要 ．

即犪
犮
±
犫
犮
＝ ．

（２）异分母分式相加减：先 ，然后分母 ，分子 ，最后仍要 ．

即犪
犫
±
犮
犱
＝ ＝

犪犱±犫犮
犫犱

．

（３）分式的乘除法：
犫
犪
·犱
犮
＝
犫犱
犪犮
，犫
犪
÷
狀
犿
＝
犫
犪
·犿
狀
＝
犫犿
犪狀
．

分式的乘法实质上就是：分子与分母分别相乘，然后约分．

（４）分式的乘方：（
犪
犫
）
狀

＝ ．

２．混合运算：先算乘方，再算乘除，最后进行加减运算，遇有括号先算括号里面的．

注意：（１）如果分子、分母是多项式，在运算中要进行多项式的因式分解．

（２）分式运算的结果要化成最简分式．

三、典例精析

【例１】 学完分式运算后，老师出了一道题：化简
狓＋３
狓＋２

＋
２－狓

狓２－４
．

小明的做法是：原式 ＝
（狓＋３）（狓－２）

狓２－４
－
狓－２

狓２－４
＝
狓２＋狓－６－狓－２

狓２－４
＝
狓２－８

狓２－４
；

小亮的做法是：原式 ＝ （狓＋３）（狓－２）＋（２－狓）＝狓
２
＋狓－６＋２－狓＝狓

２
－４；

小芳的做法是：原式 ＝
狓＋３
狓－２

－
狓－２

（狓＋２）（狓－２）
＝
狓＋３
狓－２

－
１

狓＋２
＝
狓＋３－１
狓＋２

＝１．
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其中正确的是 （　　）

Ａ．小明 　 Ｂ．小亮 Ｃ．小芳 Ｄ．没有正确的

【例２】 （２０１８·天门）化简：
４犪＋４犫
５犪犫

·１５犪
２犫

犪２－犫
２．

【例３】 当狓＝槡２－１时，代数式
狓２－２狓＋１
狓＋１

÷
狓－１

狓２＋狓
＋狓＝ ．

四、中考链接

１．（２０１６·河北）下列运算结果为狓－１的是 （　　）

Ａ．１－
１

狓
Ｂ．
狓２－１
狓

· 狓
狓＋１

Ｃ．
狓＋１
狓

÷
１

狓－１
Ｄ．
狓２＋２狓＋１
狓＋１

２．（２０１８·南充）已知
１

狓
－
１

狔
＝３，则代数式

２狓＋３狓狔－２狔
狓－狓狔－狔

的值是 （　　）

Ａ．－
７

２
Ｂ．－

１１

２
Ｃ．
９

２
Ｄ．
３

４

４．（１）（２０１７·株洲）化简求值：（狓－
狔
２

狓
）· 狔
狓＋狔

－狔，其中狓＝２，狔＝槡３．

（２）（２０１９·株洲）先化简，再求值：
犪２－犪
（犪－１）

２－
犪＋１
犪
，其中犪＝

１

２
．

５．（２０１９·河北）如图，若狓为正整数，则表示
（狓＋２）

２

狓２＋４狓＋４
－
１

狓＋１
的值的点落在 （　　）

Ａ．段 ① Ｂ．段 ② Ｃ．段 ③ Ｄ．段 ④

五、拓展训练

１．计算：
３犫２

犪
·犪
犫
＝ ．

２．化简：（
２

犪＋１
＋
犪＋２

犪２－１
）÷

犪
犪－１

．

３．计算犪３·（
１

犪
）２ 的结果是 （　　）

Ａ．犪 Ｂ．犪５ Ｃ．犪６ Ｄ．犪９
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４．先化简，再求值：犪－２＋
犪２－１
犪－１

，其中犪＝３．

５．先化简：
狓

２狓＋３
÷

３

４狓２－９
·１
２
１＋

３

２狓－（ ）３ ，若结果等于２３，求出相应狓的值．

第８课时 二次根式

一、课前热身

１．化简：

槡１２＝ 　　　　；－ 槡２７＝ ；槡８－槡２＝ ；３２＋４槡
２
＝ ．

２槡
２
＝ 　　　　； （－２）槡

２
＝ 　　　　；（槡２）

２

＝ 　　　　；－（槡２）
２

＝ 　　　　．

２．若式子 狓－槡 ３在实数范围内有意义，则实数狓的取值范围是 ．

３．若 ２０槡 狀是整数，则正整数狀的最小值为 ．

二、知识要点

１．二次根式的有关概念

（１）形如槡犪（ ）的式子叫做二次根式．

（２）最简二次根式：① 被开方数中不含 ；② 被开方数中不含 的因数或因式．

２．二次根式的性质

（１）槡犪（犪≥０）是 数．

（２）（槡犪）
２
＝ （犪≥０）；犪槡

２
＝ ．

（３）槡犪犫＝ （犪≥０，犫≥０），
犪

槡犫 ＝
槡犪

槡犫
（犪 ０，犫 ０）．

３．二次根式的运算

（１）二次根式的加减法：先将二次根式化成 二次根式，再合并 二次

根式．

（２）二次根式的乘除法：槡犪·槡犫＝ （犪≥０，犫≥０）；
槡犪

槡犫
＝ （犪≥０，犫＞０）．

注意：二次根式运算的最后结果应化成 二次根式．

三、典例精析

【例１】 （１）如果 （２犪－１）槡
２
＝１－２犪，那么 （　　）

Ａ．犪＜
１

２
Ｂ．犪≤

１

２
Ｃ．犪＞

１

２
Ｄ．犪≥

１

２
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（２）若 ２０槡 狀是整数，则正整数狀的最小值为 ．

【例２】 （１）计算：槡２４×槡
１

３
－４×槡

１

８
×（１－槡２）

０．

（２）计算： 槡３ １２－２槡
１

３
＋ 槡（ ）４８ ÷（槡２ ３）．

【例３】 已知实数狓，狔，犿满足 狓＋槡 ２＋狘３狓＋狔＋犿狘＝０，若狔为负数，则犿的取值范围

是 （　　）

Ａ．犿＞６ Ｂ．犿＜６ Ｃ．犿＞－６ Ｄ．犿＜－６

四、中考链接

１．（２０１８·曲靖）下列二次根式中能与 槡２ ３合并的是 （　　）

槡Ａ．８ Ｂ．槡
１

３
槡 槡Ｃ．１８ Ｄ．９

２．（２０１９·天津）估计狔２ 的值在 （　　）

Ａ．２和３之间 Ｂ．３和４之间 Ｃ．４和５之间 Ｄ．５和６之间

３．（２０１８·无锡）下列等式正确的是 （　　）

Ａ．（槡３）
２
＝３ Ｂ． （－３）槡

２
＝－３ Ｃ．３槡

３
＝３ Ｄ．（－槡３）

２
＝－３

４．（２０１８·泰州）下列运算正确的是 （　　）

槡Ａ．２＋槡３＝槡 槡５ Ｂ．１８＝ 槡 槡２ ３ Ｃ．２·槡３＝槡 槡５ Ｄ．２÷槡
１

２
＝２

５．（２１０８·株洲）先化简，再求值：
狓２＋２狓＋１

狔
·（１－

１

狓＋１
）－
狓２

狔
，其中狓＝２，狔＝槡２．

五、拓展训练

１．槡４８－９槡
１

３
的结果是 （　　）

Ａ．－槡 槡３ Ｂ．３ Ｃ．－
１１

３
槡３　 Ｄ．

１１

３
槡３

２．计算槡５× 槡１５

槡３
的结果是 ．

３．若狔＝
狓－槡 ４· ４－槡 狓

２
－２，则（狓＋狔）狔＝ ．

４．先化简，再求值：
犫２－犪

２

犪２－犪犫
÷ 犪＋

２犪犫＋犫
２

（ ）犪
· １

犪
＋
１

（ ）犫 ，其中犪＝槡２＋槡３，犫＝槡２－槡３．
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专题测试（一）

（时量：９０分钟　　分值：１００分）

第Ⅰ卷（选择题　共３０分）

一、选择题（每小题有且只有一个正确答案，本题共１０小题，每小题３分，共３０分）

１．下列运算的结果中，是正数的是 （　　）

Ａ．（－２０１４）－
１ Ｂ．－（２０１４）－

１

Ｃ．（－１）×（－２０１４） Ｄ．（－２０１４）÷２０１４

２．ＰＭ２．５ 是指大气中直径≤０．０００００２５米的颗粒物，将０．０００００２５用科学记数法表示为

（　　）

Ａ．２．５×１０
－７ Ｂ．２．５×１０

－６

Ｃ．２５×１０
－７ Ｄ．０．２５×１０

－５

３．在数
２

３
，１，－３，０中，最大的数是 （　　）

Ａ．
２

３
Ｂ．１ Ｃ．－３ Ｄ．０

４．槡１６的算术平方根是 （　　）

Ａ．±４ Ｂ．４ Ｃ．±２ Ｄ．２

５．下列计算正确的是 （　　）

槡Ａ．２＋槡５＝槡７ Ｂ．（犪犫２）２ ＝犪犫
４

Ｃ．２犪＋３犪＝６犪 Ｄ．犪·犪３ ＝犪
４

６．若代数式
狓＋槡 １
（狓－３）

２
有意义，则实数狓的取值范围是 （　　）

Ａ．狓≥－１ Ｂ．狓≥－１且狓≠３

Ｃ．狓＞－１ Ｄ．狓＞－１且狓≠３

７．若狓，狔为实数，且狘狓＋１狘＋ 狔－槡 １＝０，则
狓
（ ）狔

２０１９

的值是 （　　）

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．－１ Ｄ．－２０１１

８．如图，数轴上的点犃、犅分别对应实数犪、犫，下列结论正确的是 （　　）

Ａ．犪＞犫 Ｂ．狘犪狘＞狘犫狘

Ｃ．－犪＜犫 Ｄ．犪＋犫＜０

９．如图，在边长为２犪的正方形中央剪去一边长为（犪＋２）

的小正方形（犪＞２），将剩余部分剪开铺成一个平行四边形，则该平行四边形的面积为 （　　）

Ａ．犪２＋４ Ｂ．２犪２＋４犪 Ｃ．３犪２－４犪－４ Ｄ．４犪２－犪－２

１０．在地球仪的赤道上箍一圈铁丝，若将铁丝箍半径增大１米，需增加犿米长的铁丝，假设

地球的赤道上也箍一圈铁丝，也将半径增大１米，需增加狀米长的铁丝，则犿与狀的关系是

（　　）

Ａ．犿＞狀 Ｂ．犿＜狀 Ｃ．犿＝狀 Ｄ．不能确定
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第 Ⅱ 卷（非选择题 　 共７０分）

二、填空题（本题共６小题，每小题３分，共１８分）

１１．若使式子
１－２槡 狓
狓

有意义，则狓的取值范围是 ．

１２．计算：－ 槡３６＋（π－３）
０
＋

３

槡２７＝ ．

１３．分解因式：２犪２－４犪＋２＝ ．

１４．计算：若犿＋狀＝１０，犿狀＝２４，则犿
２
＋狀

２
＝ ．

１５．规定用符号［狓］表示一个实数的整数部分，例如［３．６９］＝３，［槡３］＝１，按此规定

［槡１３－１］＝ ．

１６．甲、乙、丙三家超市为了促销一种定价为犿 元的商品，甲超市先降价２０％，后又降价

１０％；乙超市连续两次降价１５％；丙超市一次降价３０％．那么顾客购买这种商品更合算的超市

是　　　　。

三、解答题（本大题共７小题，共５２分）

１７．（本题满分６分）计算：（
２

３
）－１＋（π－３．１４）

０
－２ｓｉｎ６０°－ 槡１２＋狘１－ 槡３ ３狘．

１８．（本题满分８分，每小题４分）

（１）化简：
２犪
犪＋１

－
２犪－４

犪２－１
÷

犪－２

犪２－２犪＋１
．

（２）分解因式：３犪２＋６犪＋３．

１９．（本题满分６分）先化简，再求值：犪（犪－２犫）＋２（犪＋犫）（犪－犫）＋（犪＋犫）
２，其中犪＝－

１

２
，

犫＝１．

２０．（本题满分６分）某市有两种不同计价方式的出租汽车：（Ａ）起步价１０元，３千米后每

千米价为１．２元；（Ｂ）起步价７元，３千米后每千米价为１．４元．

（１）若行驶狓（狓＞３）千米，请用代数式表示两种不同的计费方式的费用．

（２）若狓＝３０，那么乘坐哪一种出租汽车较合算？
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２１．（本题满分８分）阅读下面的材料，解答后面的问题：

对于实数狓，我们规定［狓］表示不大于狓 的最大整数，例如［１．２］＝１，［２］＝２，

［－２．５］＝－３．

（１）根据上述规定，［π］＝ 　　　　　，［－４．１］＝ 　　　　　；

（２）若［
狓－２
３
］＝－７，试确定狓的取值范围；

（３）若［犿］＝２，且犿是无理数，请至少写出两个符合条件的犿的值．

２２．（本题满分８分）已知犃＝
狓２＋２狓＋１

狓２－１
－
狓

狓－１
．

（１）化简犃；

（２）当狓满足不等式组
狓－１≥０，

狓－３＜０｛ ，
且狓为整数时，求犃的值．

２３．（本题满分１０分）某地发生地震后，举国上下通过各种方式表达爱心．某企业决定用

狆万元 援助灾区狀所学校，用于搭建帐篷和添置教学设备．根据各校不同的受灾情况，该企业

捐款的分配方案：所有学校得到的捐款数都相等，到第狀所学校的捐款恰好分完，捐款的分配

方法如下表所示（其中狆，狀，犪都是正整数）．

分配顺序
分配数额（单位：万元）

帐篷费用 教学设备费用

第１所学校 ５ 剩余款的１

犪

第２所学校 １０ 剩余款的１

犪

第３所学校 １５ 剩余款的１

犪

… … …

第（狀－１）所学校 ５（狀－１） 剩余款的１

犪

第狀所学校 ５狀 ０

根据以上信息，解答下列问题：

（１）写出狆与狀的关系式；

（２）当狆＝１２５时，该企业能援助多少所学校？

（３）根据震区灾情，该企业计划再次提供不超过２０犪万元的捐款，按照原来的分配方案援

助其他学校，若犪由（２）确定，则再次提供的捐款最多又可以援助多少所学校？
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第二章 方程与不等式

第９课时 一元一次方程

一、课前热身

１．（１）方程３狓＋１＝７的根是 ．

（２）若代数式４狓－５与
２狓－１
２

的值相等，则狓的值是 ．

２．已知关于狓的方程２狓－犪－５＝０的解是狓＝－２，则犪的值为 （　　）

Ａ．１ Ｂ．－１ Ｃ．９ Ｄ．－９

３．公元前１７００年的古埃及纸草书中，记载着一个数学问题：“它的全部，加上它的七分之

一，其和等于１９．”此问题中“它”的值为 ．

二、知识要点

１．方程的概念

含有未知数的　　　　 叫做方程；例如　　　　　　　．使方程左右两边值相等的

　　　　，叫做方程的解；求方程解的　　　　 叫做解方程．方程的解与解方程是不同的两个

概念．

２．一元一次方程

（１）方程的解：使方程左右两边 的未知数的值．

（２）一元一次方程：含有 个未知数，且未知数的次数都是 的整式方程．

它的一般形式为　　　　　　　　　．

（３）解一元一次方程的一般步骤：① 去 ；② 去 ；③ ；④ 合并同

类项；⑤ 系数化为１．

三、典例精析

【例１】 若关于狓的方程（犪－１）狓
２犪
２
－１
＋３＝０，是一个一元一次方程，则犪＝ 　　　　．

【例２】 解方程：（１）
３狓＋５
２

＝
２狓－１
３

． （２）２（狓＋１）＋
狓－３
３

＝
７狓
２
－１．

（３）
０．１狓－０．２
０．０２

－
狓＋１
０．５

＝３．
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　　【例３】 将正整数１至２０１８按一定规律排列如下表：

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６

１７ １８ １９ ２０ ２１ ２２ ２３ ２４

２５ ２６ ２７ ２８ ２９ ３０ ３１ ３２

……

平移表中带阴影的方框，方框中三个数的和可能是 （　　）

Ａ．２０１９ Ｂ．２０１８ Ｃ．２０１６ Ｄ．２０１３

四、中考链接

１．（２０１６·株洲）在解方程
狓－１
３
＋狓＝

３狓＋１
２

时，方程两边同时乘６，去分母后，正确的是

（　　）

Ａ．２狓－１＋６狓＝３（３狓＋１） Ｂ．２（狓－１）＋６狓＝３（３狓＋１）

Ｃ．２（狓－１）＋狓＝３（３狓＋１） Ｄ．（狓－１）＋６狓＝３（狓＋１）

２．（２０１８·淮安）若关于狓、狔的二元一次方程３狓－犪狔 ＝１有一个解是
狓＝３，

狔＝２｛ ，
则

犪＝ ．

３．（２０１９·浙江杭州·３分）已知九年级某班３０位学生种树７２棵，男生每人种３棵树，女生

每人种２棵树，设男生有狓人，则 （　　）

Ａ．２狓＋３（７２－狓）＝３０

Ｂ．３狓＋２（７２－狓）＝３０

Ｃ．２狓＋３（３０－狓）＝７２

Ｄ．３狓＋２（３０－狓）＝７２

４．（２０１９·株洲）《九章算术》是我国古代内容极为丰富的数学名著，书中有如下问题：“今

有善行者行一百步，不善行者行六十步．今不善行者先行一百步，善行者追之，问几何步及之？”

其意思为：若速度快的人走１００步，速度慢的人只走６０步．现速度慢的人先走１００步，速度快的

人去追赶，则速度快的人要走 步才能追到速度慢的人．

五、拓展训练

１．若２（犪＋３）的值与４互为相反数，则犪的值为 （　　）

Ａ．－１ Ｂ．－
７

２
Ｃ．－５ Ｄ．

１

２

２．已知关于狓的方程犿狓＋２＝２（犿－狓）的解满足方程狘狓－
１

２
狘＝０，则犿的值是 （　　）

Ａ．
１

２
Ｂ．２ Ｃ．

３

２
Ｄ．３

３．互联网“微商”经营已成为大众创业新途径，某微信平台上一件商品标价为２００元，按标

价的五折销售，仍可获利２０元，则这件商品的进价为 （　　）

Ａ．１２０元 Ｂ．１００元

Ｃ．８０元 Ｄ．６０元
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４．某省公布的居民用电阶梯电价听证方案如下：

第一档电量 第二档电量 第三档电量

月用电量２１０度以下，每度价格

０．５２元

月用电量２１０度至３５０度，每度比

第一档提价０．０５元

月用电量３５０度以上，每度比第一档

提价０．３０元

例：若某户月用电量４００度，则需交电费为２１０×０．５２＋（３５０－２１０）×（０．５２＋０．０５）＋

（４００－３５０）×（０．５２＋０．３０）＝２３０（元）

（１）如果按此方案计算，小华家５月份的电费为１３８．８４元，请你求出小华家５月份的用电量；

（２）以此方案请你回答：若小华家某月的电费为犪元，则小华家该月用电量属于第几档？

第１０课时 二元一次方程组

一、课前热身

１．请写出一个二元一次方程组　　　　　，使它的解是
狓＝２，

狔＝－１｛ ．

２．方程组
狓＋狔＝３，

２狓－狔＝｛ ６
的解为　　　　．

３．六一儿童节前夕，某超市用３３６０元购进犃，犅两种童装共１２０套，其中犃型童装每套２４元，犅
型童装每套３６元．若设购买犃型童装狓套，犅型童装狔套，依题意列方程组正确的是 （　　）

Ａ．
狓＋狔＝１２０，

３６狓＋２４狔＝｛ ３３６０
Ｂ．
狓＋狔＝１２０，

２４狓＋３６狔＝｛ ３３６０

Ｃ．
３６狓＋２４狔＝１２０，

狓＋狔＝｛ ３３６０
Ｄ．
２４狓＋３６狔＝１２０，

狓＋狔＝｛ ３３６０

二、知识要点

１．二元一次方程组：

（１）定义：由两个　　　　　　 组成的一组方程叫做二元一次方程组．
（２）二元一次方程组的解：方程组中两个方程的　　　　　　　，叫做二元一次方程组

的解．

２．解二元一次方程组的基本思路是　　　　　　　　　　　　；常用方法是　　　　　
和　　　　　．

三、典例精析

【例１】 二元一次方程狓－２狔＝１有无数多个解，下列四组值中不是
獉獉

该方程的解的是 （　　）

　Ａ．

狓＝０，

狔＝－烅

烄

烆

１

２

Ｂ．
狓＝１，

狔＝｛ １
Ｃ．
狓＝１，

狔＝｛ ０
Ｄ．
狓＝－１，

狔＝－｛ １

【例２】 （１）方程组
３狓＋２狔＝１０，

狓＋２狔＝｛ ６
的解为 ．
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（２）已知关于狓，狔的二元一次方程组
２犪狓＋犫狔＝３，

犪狓－犫狔＝｛ １
的解为

狓＝１，

狔＝－１｛ ，
则犪－２犫的值是

（　　）

Ａ．－２ Ｂ．２ Ｃ．３ Ｄ．－３

【例３】 滴滴快车是一种便捷的出行工具，计价规则如下表：

计费项目 里程费 时长费 远途费

单 　 价 １．８元／公里 ０．３元／分钟 ０．８元／公里

　　 注：车费由里程费、时长费、远途费三部分构成，其中里程费按行车的实际里程计算；时

长费按行车的实际时间计算；远途费的收取方式为：行车里程７公里以内（含７公里）不收远

途费，超过７公里的，超出部分每公里收０．８元。

小王与小张各自乘坐滴滴快车，行车里程分别为６公里与８．５公里．如果下车时两人所付

车费相同，那么这两辆滴滴快车的行车时间相差 （　　）

Ａ．１０分钟 Ｂ．１３分钟 Ｃ．１５分钟 Ｄ．１９分钟

【例４】 孔明同学在解方程组
狔＝犽狓＋犫，

狔＝－２｛ 狓
的过程中，错把犫看成了６，他其余的解题过程

没有出错，解得此方程组的解为
狓＝－１，

狔＝｛ ２．
又已知直线狔＝犽狓＋犫过点（３，１），则犫的正确值应

该是 ．

四、中考链接

１．（２０１８·广州）《九章算术》是我国古代数学的经典著作，书中有一个问题：“今有黄金九

枚，白银一十一枚，称之重适等．交易其一，金轻十三两．问金、银一枚各重几何？”．意思是：甲袋

中装有黄金９枚（每枚黄金重量相同），乙袋中装有白银１１枚（每枚白银重量相同），称重两袋相

等．两袋互相交换１枚后，甲袋比乙袋轻了１３两（袋子重量忽略不计）．问黄金、白银每枚各重多

少两？设每枚黄金重狓两，每枚白银重狔两，根据题意得 （　　）

Ａ．
１１狓＝９狔
（１０＋狓）－（８狓＋狔）＝｛ １３

Ｂ．
１０狔＋狓＝８狓＋狔

９狓＋１３＝１１｛ 狔

Ｃ．
９狓＝１１狔
（８狓＋狔）－（１０狔＋狓）＝｛ １３

Ｄ．
９狓＝１１狔
（１０狔＋狓）－（８狓＋狔）＝｛ １３

２．（２０１９·天津）方程组
３狓＋２狔＝７，

６狓－２狔＝｛ １１
的解是 （　　）

Ａ．
狓＝－１

狔＝｛ ５
Ｂ．
狓＝１

狔＝｛ ２
Ｃ．
狓＝３

狔＝－｛ １
Ｄ．

狓＝２

狔＝烅

烄

烆

１

２

３．（２０１８·邵阳）程大位是我国明朝商人，珠算发明家．他６０岁时完成的《直指算法统宗》

是东方古代数学名著，详述了传统的珠算规则，确立了算盘用法．书中有如下问题：

一百馒头一百僧，大僧三个更无争，

小僧三人分一个，大小和尚得几丁．
意思是：有１００个和尚分１００个馒头，如果大和尚１人分３个，小和尚３人

分１个，正好分完，大、小和尚各有多少人，下列求解结果正确的是（　　）

Ａ．大和尚２５人，小和尚７５人

Ｂ．大和尚７５人，小和尚２５人

Ｃ．大和尚５０人，小和尚５０人

Ｄ．大、小和尚各１００人
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五、拓展训练

１．若二元一次方程组
狓＋狔＝３，

３狓－５狔＝｛ ５
的解为

狓＝犪，

狔＝犫｛ ，
则犪－犫＝ （　　）

Ａ．１ Ｂ．３ Ｃ．－
１

４
Ｄ．２

２．若关于狓，狔的方程组
２狓－狔＝犿，

狓＋犿狔＝｛ 狀
的解是

狓＝２，

狔＝１｛ ，
则狘犿－狀狘为 （　　）

Ａ．１ Ｂ．３ Ｃ．５ Ｄ．２

３．已知代数式２犪３犫狀＋１ 与－３犪
犿－２犫２ 是同类项，则２犿＋３狀＝ ．

４．某校组织“大手拉小手，义卖献爱心”活动，购买了黑白两种颜色的文化衫共１４０件，进

行手绘设计后出售，所获利润全部捐给山区困难孩子．每件文化衫的批发价和零售价如下表：

批发价（元） 零售价（元）

黑色文化衫 １０ ２５

白色文化衫 ８ ２０

假设文化衫全部售出，共获利１８６０元，求黑白两种文化衫各多少件？

第１１课时 一元二次方程的解法

一、课前热身

１．下列方程中是关于狓的一元二次方程的是 （　　）

Ａ．狓２＋
１

狓２
＝０ Ｂ．犪狓２＋犫狓＋犮＝０

Ｃ．（狓－１）（狓＋２）＝１ Ｄ．３狓２－２狓狔－５狔
２
＝０

２．一元二次方程狓２－２狓－３＝０的解是 ．

３．已知关于狓的一元二次方程狓２＋犫狓＋犫－１＝０有两个相等的实数根，则犫的值

是 ．

二、知识要点

１．一元二次方程

（１）定义：只含有 个未知数，并且未知数的最高次数是 的整式方程．

（２）一般形式： （犪≠０）．其中二次项系数是 ，一次项系数

是 ，常数项是 ．

２．一元二次方程的解法：

（１）一元二次方程的解法有　　　　、　　　　、　　　　、　　　　．
（２）一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪≠０）的求根公式是　　　　　　　　，运用求根公

式解一元二次方程的前提是　　　　　　　．

３．一元二次方程的根的判别式：

Δ＝犫
２
－４犪犮称为一元二次方程的根的判别式．
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对于一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪≠０）：

犫２－４犪犮＞０ 方程有两个 的实数根；

犫２－４犪犮＝０ 方程有两个 的实数根；

犫２－４犪犮＜０ 方程 实数根．

三、典例精析

【例１】 一元二次方程（犪＋１）狓
２
－犪狓＋犪

２
－１＝０的一个根为０，求犪的值．

【例２】 （１）用配方法解方程狓２－４狓＋２＝０，下列配方正确的是 （　　）

Ａ．（狓－２）
２
＝２ Ｂ．（狓＋２）

２
＝２ Ｃ．（狓－２）

２
＝－２ Ｄ．（狓－２）

２
＝６

（２）解方程：狓２＋４狓－１＝０．

（３）解方程：３狓（狓－２）＝２（２－狓）．

【例３】 已知关于狓的方程犿狓２－（犿＋２）狓＋２＝０（犿≠０）．
（１）求证：方程总有两个实数根；

（２）若方程的两个实数根都是整数，求正整数犿的值．

四、中考链接

１．（２０１９·怀化）一元二次方程狓２＋２狓＋１＝０的解是 （　　）

Ａ．狓１ ＝１，狓２ ＝－１ Ｂ．狓１ ＝狓２ ＝１ Ｃ．狓１ ＝狓２ ＝－１ Ｄ．狓１ ＝－１，狓２ ＝２

２．（２０１８·荆门）已知狓＝２是关于狓的一元二次方程犽狓
２
＋（犽

２
－２）狓＋２犽＋４＝０的一

个根，则犽的值为 ．

３．（２０１９·荆州）若一次函数狔＝犽狓＋犫的图象不经过第二象限，则关于狓的方程狓
２
＋犽狓

＋犫＝０的根的情况是 （　　）

Ａ．有两个不相等的实数根 Ｂ．有两个相等的实数根

Ｃ．无实数根 Ｄ．无法确定

４．（２０１８·嘉兴）欧几里得的《原本》记载，形如狓２＋犪狓＝犫
２的方程的

图解法是：画Ｒｔ△犃犅犆，使∠犃犆犅＝９０°，犅犆＝
犪
２
，犃犆＝犫，再在斜边犃犅

上截取犅犇 ＝
犪
２
．则该方程的一个正根是 （　　）

Ａ．犃犆的长 Ｂ．犃犇 的长

Ｃ．犅犆的长 Ｄ．犆犇 的长

五、拓展训练

１．解方程狓２－２狓－２＝０的根为 ．

２．若关于狓的一元二次方程（犿－１）狓
２
＋５狓＋犿

２
－３犿＋２＝０的常数项为０，则犿的值

等于 ．
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３．已知关于狓的方程狓２－２狓＋犿＝０有两个相等的实数根，则犿的值是　　　　．

４．三角形的两边长分别为２和６，第三边是方程狓２－１０狓＋２１＝０的解，则第三边的长为

（　　）

Ａ．７ Ｂ．３ Ｃ．７或３ Ｄ．无法确定

５．如果关于狓的一元二次方程犽狓２－ ２犽＋槡 １狓＋１＝０有两个不相等的实数根，那么犽的

取值范围是 （　　）

Ａ．犽＜
１

２
Ｂ．犽＜

１

２
且犽≠０

Ｃ．－
１

２
≤犽＜

１

２
Ｄ．－

１

２
≤犽＜

１

２
且犽≠０

第１２课时 一元二次方程根与系数的关系 　 分式方程

一、课前热身

１．把分式方程
２

狓＋４
＝
１

狓
转化为一元一次方程时，方程两边需同乘 （　　）

Ａ．狓 Ｂ．２狓 Ｃ．狓＋４ Ｄ．狓（狓＋４）

２．下列一元二次方程两实数根和为－４的是 （　　）

Ａ．狓２＋２狓－４＝０ Ｂ．狓２－４狓＋４＝０

Ｃ．狓２－４狓＋１０＝０ Ｄ．狓２＋４狓－５＝０

３．若狓１，狓２ 是方程狓
２
＋狓－１＝０的两个根，则狓

２
１＋狓

２
２ ＝ ．

４．已知关于狓的方程狓２＋犿狓－６＝０的一个根为２，则犿＝ ，另一根是 ．

二、知识要点

１．分式方程

（１）定义：分母中含有 的方程叫做分式方程．

（２）思路、方法：

① 解分式方程的基本思路是将分式方程转化为 ；

② 具体的方法是 ，即方程两边同乘 ；

③ 解分式方程必须 ．

２．一元二次方程的根与系数的关系：

设狓１，狓２ 分别是一元二次方程犪狓
２
＋犫狓＋犮＝０（犪≠０）的两根，则有狓１ ＋狓２ ＝

　　　　　，狓１狓２ ＝ 　　　　　．

三、典例精析

【例１】 解分式方程：
２

狓－２
＋３＝

１－狓
２－狓

．
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【例２】孔明同学在解一元二次方程犪狓２－３狓＋犮＝０时，正确解得狓１＝１，狓２＝２，则犮的

值为　　　　．

【例３】 方程狓２＋２犽狓＋犽
２
－２犽＋１＝０的两个实数根狓１，狓２满足狓

２
１＋狓

２
２＝４，则犽的值

为 ．

四、中考链接

１．（２０１８·株洲）关于狓的分式方程
２

狓
＋
３

狓－犪
＝０的解为狓＝４，则常数犪的值为

（　　）

Ａ．犪＝１ Ｂ．犪＝２ Ｃ．犪＝４ Ｄ．犪＝１０

２．（２０１８·泰州）已知狓１、狓２是关于狓的方程狓
２
－犪狓－２＝０的两根，下列结论一定正确

的是 （　　）

Ａ．狓１ ≠狓２ Ｂ．狓１＋狓２ ＞０ Ｃ．狓１·狓２ ＞０ Ｄ．狓１ ＜０，狓２ ＜０

３．（２０１７·呼和浩特）关于狓的一元二次方程狓２＋（犪
２
－２犪）狓＋犪－１＝０的两个实数根

互为相反数，则犪的值为 （　　）

Ａ．２ Ｂ．０ Ｃ．１ Ｄ．２或０

４．（２０１９·贵港）若α，β是关于狓的一元二次方程狓
２
－２狓＋犿＝０的两实根，且

１

α
＋
１

β
＝

２

３
，则犿等于 （　　）

Ａ．－２ Ｂ．－３ Ｃ．２ Ｄ．３

５．（２０１７·孝感）已知关于狓的一元二次方程狓２－６狓＋犿＋４＝０有两个实数根狓１，狓２．

（１）求犿的取值范围；

（２）若狓１，狓２ 满足３狓１ ＝狘狓２狘＋２，求犿的值．

五、拓展训练

１．（１）解分式方程：
２＋狓
２－狓

＋
１６

狓２－４
＝－１．

（２）若关于狓的方程
犪狓
狓－２

＝
４

狓－２
＋１无解，则犪的值是 ．

（３）分式方程
４

狓
－
１

狓＋２
＝０的解是 ．

２．若关于狓的方程狓２＋（犪－１）狓＋犪
２
＝０的两根互为倒数，则犪＝ ．
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３．设犪，犫是方程狓２＋狓－２０１３＝０的两个实数根，则犪
２
＋２犪＋犫的值为 （　　）

Ａ．２０１１ Ｂ．２０１２ Ｃ．２０１３ Ｄ．２０１４

４．若方程狓２－狓＝０的两根为狓１，狓２（狓１ ＜狓２），则狓２－狓１ ＝ ．

５．已知关于狓的方程狓２－２（犽－１）狓＋犽
２
＝０有两个实数根狓１，狓２．

（１）求犽的取值范围；

（２）若狘狓１＋狓２狘＝狓１狓２－１，求犽的值．

第１３课时 一元一次不等式（组）

一、课前热身

１．下列命题正确的是 （　　）

Ａ．若犪＞犫，犫＜犮，则犪＞犮 Ｂ．若犪＞犫，则犪犮＞犫犮

Ｃ．若犪＞犫，则犪犮
２
＞犫犮

２ Ｄ．若犪犮２ ＞犫犮
２，则犪＞犫

２．下列说法中，错误的是 （　　）

Ａ．不等式狓＜２的正整数解只有一个 Ｂ．－２是不等式２狓－１＜０的一个解

Ｃ．不等式－３狓＞９的解集是狓＞－３ Ｄ．不等式狓＜１０的整数解有无数个

３．不等式组

１

２
（狓＋１）≤２，

狓－３＜３狓＋
烅

烄

烆 １

的解集在数轴上表示正确的是 （　　）

二、知识要点

１．不等式的概念：

（１）不等式：用 表示不等关系的式子，叫做不等式．
（２）不等式的解：使不等式成立的 的值，叫做不等式的解．

（３）不等式的解集：一个不等式的所有解，组成这个不等式的解的集合，简称为这个不等

式的 ．

２．不等式的基本性质：

基本性质１： 　；

基本性质２： 　；

基本性质３： 　．

３．一元一次不等式及其解法：

只含有一个未知数，且未知数的最高次数是 的不等式叫做一元一次不等式．解一
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元一次不等式的步骤与解一元一次方程的步骤相同，但在系数化为１时，注意是否要改变不等

号的方向．

４．一元一次不等式组及其解法：

几个一元一次不等式合在一起，构成了一元一次不等式组．这几个不等式的解集的

，叫做由它们所组成的不等式组的解集．一元一次不等式组的求解是先分别求出每一

个不等式的 ，然后利用数轴找出它们的公共部分，进而求出不等式组的解集．

三、典例精析

【例１】 （１）犪，犫都是实数，且犪＜犫，则下列不等式的变形正确的是 （　　）

Ａ．犪＋狓＞犫＋狓 Ｂ．－犪＋１＜－犫＋１

Ｃ．３犪＜３犫 Ｄ．
犪
２
＞
犫
２

（２）若犪＞犫，则下列不等式不一定成立的是 （　　）

Ａ．犪＋犿＞犫＋犿 Ｂ．犪（犿２＋１）＞犫（犿
２
＋１）

Ｃ．－
犪
２
＜－

犫
２

Ｄ．犪２ ＞犫
２

【例２】 解不等式：
２狓－１
３

≤
３狓＋２
４

－１，并把解集表示在数轴上．

【例３】 解一元一次不等式组
１＋狓＞－２，

２狓－１
３

≤１烅

烄

烆
，
并把解集在数轴上表示出来．

【例４】 （１）若关于狓的不等式组
２狓－１＞３（狓－１），

狓＜｛ 犿
的解集是狓＜２，那么犿的取值范

围是 （　　）

Ａ．犿＝２ Ｂ．犿＞２ Ｃ．犿＜２ Ｄ．犿≥２

（２）若不等式组
狓＜１，

狓＞犿－｛ １
恰有两个整数解，则犿的取值范围是 （　　）

Ａ．－１≤犿＜０ Ｂ．－１＜犿≤０ Ｃ．－１≤犿≤０ Ｄ．－１＜犿＜０

四、中考链接

１．（２０１９·常德）不等式３狓＋１＞２（狓＋４）的解为 ．

２．（２０１９·张家界）不等式组
２狓－２≤０

狓＞－｛ １
的解集在数轴上表示为 （　　）

犃． 犅．

犆． 犇．

３．（１）（２０１７·株洲）狓的３倍大于５，且狓的一半与１的差小于或等于２，则狓的取值范围是
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　　　　　　　．

（２）（２０１８·株洲）下列哪个选项中的不等式与不等式５狓＞８＋２狓组成的不等式组的

解集为８
３
＜狓＜５ （　　）

Ａ．狓＋５＜０ Ｂ．２狓＞１０ Ｃ．３狓－１５＜０ Ｄ．－狓－５＞０

４．（２０１９·铜仁）如果不等式组
狓＜３犪＋２

狓＜犪－｛ ４
的解集是狓 ＜犪－４，则犪的取值范围

是 ．

五、拓展训练

１．若犪＜犫，用“＞”号或“＜”号填空：犪－５ 犫－５，－
犪
２

－
犫
２
；－１＋２犪

－１＋２犫；６－犪 ６－犫．

２．关于狓的分式方程
２狓－犿
狓＋１

＝３的解是正数，则字母犿的取值范围是 （　　）

Ａ．犿＞３ Ｂ．犿＞－３ Ｃ．犿≥－３ Ｄ．犿＜－３

３．狓取哪些整数值时，不等式５狓＋２＞３（狓－１）与
１

２
狓≤２－

３

２
狓都成立？

４．不等式组
狓＋９＜５狓＋１，

狓＞犿＋｛ １
的解集是狓＞２，则犿的取值范围是 （　　）

Ａ．犿≤２ Ｂ．犿≥２ Ｃ．犿≤１ Ｄ．犿＞１

５．若关于狓的不等式组
２狓＞３狓－３，

３狓－犪＞｛ ５
有实数解，则犪的取值范围是 ．

第１４课时 方程的应用（一）

一、课前热身

如右图，母亲节那天，很多同学给妈妈准备了鲜花和礼盒．从图中信息

可知，则买５束鲜花和５个礼盒的总价为　　　　 元．

二、知识要点

列方程（组）解应用题的一般步骤：

（１）审题；（２）寻找题目中的等量关系（关键词或隐藏的等量关系）；（３）设未知数；（４）根据

寻找的等量关系列方程；（５）求出方程的解；（６）验根并作答．

三、典例精析

【例１】 为增强居民节约用水意识，深圳市从２０１１年开始对供水范围内的居民用水实行
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“阶梯收费”，具体收费标准如下表：

一户居民一个月用水量记为狓立方米 水费单价（单位：元／立方米）

狓≤２２ 犪

超出２２立方米的部分 犪＋１．１

某户居民四月份用水１０立方米时，缴纳水费２３元．

（１）求犪的值；

（２）若该户居民五月份所缴水费为７１元，求该户居民五月份的用水量．

【例２】 假如某市的出租车是这样收费的：起步价所包含的路程为０～１．５千米，超过１．５

千米的部分按每千米另收费．

小刘说：“我乘出租车从市政府到娄底汽车站走了４．５千米，付车费１０．５元．”

小李说：“我乘出租车从市政府到娄底火车站走了６．５千米，付车费１４．５元．”

问：

（１）出租车的起步价是多少元？超过１．５千米后每千米收费多少元？

（２）小张乘出租车从市政府到娄底南站（高铁站）走了５．５千米，应付车费多少元？

四、中考链接

１．（２０１９·天津）甲、乙两个批发店销售同一种苹果，在甲批发店，不论一次购买数量是多

少，价格均为６元／ｋｇ。在乙批发店，一次购买数量不超过５０ｋｇ时，价格均为７元／ｋｇ；一次性购

买超过５０ｋｇ时，其中有５０ｋｇ的价格仍为７元／ｋｇ，超过５０ｋｇ的部分价格为５元／ｋｇ．

设小王在同一个批发店一次购买苹果的数量为狓ｋｇ（狓＞０）

（１）根据题意填表：

一次购买数量／ｋｇ ３０ ５０ １５０ …

甲批发店花费／元 ３００ …

乙批发店花费／元 ３５０ …

（２）设在甲批发店花费狔１元，在乙批发店花费狔２元，分别求狔１，狔２关于狓的函数解析式；

（３）根据题意填空：

① 若小王在甲批发店和在乙批发店一次购买苹果的数量相同，且花费相同，则他在同一

个批发店一次性购买苹果的数量为 ｋｇ；

②若小王在同一个批发店一次性购买苹果的数量为１２０ｋｇ，则他在甲、乙两个批发店中的

　　　　　　　 批发店购买花费少；

③ 若小王在同一个批发店一次性购买苹果花费了３６０元，则他在甲、乙两个批发店中的

　　　　　　 批发店购买数量多．
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２．（２０１９·张家界）某社区购买甲、乙两种树苗进行绿化，已知甲种树苗每棵３０元，乙种树苗

每棵２０元，且乙种树苗棵数比甲种树苗棵数的２倍少４０棵，购买两种树苗的总金额为９０００元．

（１）求购买甲、乙两种树苗各多少棵？

（２）为保证绿化效果，社区决定再购买甲、乙两种树苗共１０棵，总费用不超过２３０元，求可

能的购买方案？

五、拓展训练

１．某服装店用６０００元购进犃，犅两种新式服装，按标价售出后可获得毛利润３８００元（毛

利润 ＝ 售价－进价），这两种服装的进价、标价如下表所示：

　　　　　 类型

价格 　　　　　
犃型 犅型

进价（元／件） ６０ １００

标价（元／件） １００ １６０

（１）求这两种服装各购进的件数；

（２）如果犃种服装按标价的８折出售，犅种服装按标价的７折出售，那么这批服装全部售完

后，服装店比按标价出售少收入多少元？

第１５课时 方程的应用（二）

一、课前热身

１．某商品原售价２８９元，经过连续两次降价后售价为２５６元，设平均每次降价的百分率为

狓，则下面所列方程中正确的是 （　　）

Ａ．２８９（１－狓）
２
＝２５６ Ｂ．２５６（１－狓）

２
＝２８９

Ｃ．２８９（１－２狓）＝２５６ Ｄ．２５６（１－２狓）＝２８９

２．如图，邻边不等
獉獉

的矩形花圃犃犅犆犇，它的一边犃犇 利用已有的

围墙，另外三边所围的栅栏的总长度是６ｍ．若矩形的面积为４ｍ２，则

犃犅 的长度是 ｍ（可利用的围墙长度超过６ｍ）．

二、知识要点

列方程（组）解应用题的一般步骤：

（１）审题；（２）寻找题目中的等量关系（关键词或隐藏的等量关系）；（３）设未知数；（４）根据

寻找的等量关系列方程；（５）求出方程的解；（６）验根并作答．

初中学业考试指导丛书·数学 九年级

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　３３　　　

三、典例精析

【例】 为响应国家全民阅读的号召，某社区鼓励居民到社区阅览室借阅读书，并统计每年

的借阅人数和图书借阅总量（单位：本），该阅览室在２０１４年图书借阅总量是７５００本，２０１６年

图书借阅总量是１０８００本．

（１）求该社区的图书借阅总量从２０１４年至２０１６年的年平均增长率；

（２）已知２０１６年该社区居民借阅图书人数有１３５０人，２０１７年达到１４４０人，如果２０１６年

至２０１７年图书借阅总量的增长率不低于２０１４年至２０１６年的年平均增长率，那么２０１７年的人

均借阅量比２０１６年增长犪％，求犪的值至少是多少？

四、中考链接

（２０１９·贺州）２０１６年，某贫困户的家庭年人均纯收入为２５００元，通过政府产业扶持，发展

了养殖业后，到２０１８年，家庭年人均纯收入达到了３６００元．

（１）求该贫困户２０１６年到２０１８年家庭年人均纯收入的年平均增长率；

（２）若年平均增长率保持不变，２０１９年该贫困户的家庭年人均纯收入是否能达到４２００元？

五、拓展训练

１．孔明同学班上每个同学都互相送贺年卡，一共送出卡片２８６２张，请问孔明班上共有

　　　　 位同学．

２．如图，某小区规划在一个长３０ｍ、宽２０ｍ的长方形犃犅犆犇

上修建三条同样宽的通道，使其中两条与犃犅 平行，另一条与犃犇

平行，其余部分种花草．要使每一块花草的面积都为７８ｍ２，那么

通道的宽应设计成多少 ｍ？设通道的宽为狓ｍ，由题意列得方

程　　　　　　　　　　　　　　　　　．

３．某市从２０１７年开始大力发展“竹文化”旅游产业．据统计，

该市２０１７年“竹文化”旅游收入约为２亿元．预计２０１９“竹文化”旅游收入达到２．８８亿元，据此

估计该市２０１８年、２０１９年“竹文化”旅游收入的年平均增长率约为 （　　）

Ａ．２％ Ｂ．４．４％ Ｃ．２０％ Ｄ．４４％
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专题测试（二）

（时量：９０分钟　　分值：１００分）

第 Ⅰ 卷（选择题 　 共３０分）

一、选择题（每小题有且只有一个正确答案，本题共１０小题，每小题３分，共３０分）

１．方程３狓＋２（１－狓）＝４的解是 （　　）

Ａ．狓＝
２

５
Ｂ．狓＝

６

５
Ｃ．狓＝２ Ｄ．狓＝１

２．二元一次方程组
狓－狔＝－３，

２狓＋狔＝｛ ０
的解是 （　　）

Ａ．
狓＝－１，

狔＝｛ ２
Ｂ．
狓＝１，

狔＝－（ ２
Ｃ．
狓＝－１，

狔＝－｛ ２
Ｄ．
狓＝－２，

狔＝｛ １

３．一元一次不等式２（狓＋２）≥６的解在数轴上表示为 （　　）

４．若关于狓的一元一次不等式组
狓－２犿＜０，

狓＋犿＞｛ ２
有解，则犿的取值范围为 （　　）

Ａ．犿＞－
２

３
Ｂ．犿≤

２

３
Ｃ．犿＞

２

３
Ｄ．犿≤－

２

３

５．王芳同学到文具店购买中性笔和笔记本，中性笔每支０．８元，笔记本每本１．２元，王芳同

学花了１０元钱，则可供她选择的购买方案的个数为（两样都买，余下的钱少于０．８元）（　　）

Ａ．６ Ｂ．７ Ｃ．８ Ｄ．９

６．某厂一月份的总产量为５００吨，三月份的总产量达到了７２０吨．若平均每月增长率是狓，

则可以列方程 （　　）

Ａ．５００（１＋２狓）＝７２０ Ｂ．５００（１＋狓）
２
＝７２０

Ｃ．５００（１＋狓
２）＝７２０ Ｄ．７２０（１＋狓）

２
＝５００

７．地球正面临第六次生物大灭绝，据科学家预测，到２０５０年，目前的

四分之一到一半的物种将会灭绝或濒临灭绝，２０１５年底，长江江豚数量

仅剩约１０００头，其数量年平均下降的百分率在１３％～１５％范围内，由此

计算，２０１６年底剩下的数量可能为 （　　）

Ａ．９７０ Ｂ．８６０

Ｃ．７５０ Ｄ．７２０

８．若关于狓的一元二次方程犽狓２－２狓－１＝０有两个不相等的实数根，则实数犽的取值范

围是 （　　）

Ａ．犽＞－１ Ｂ．犽＜１且犽≠０

Ｃ．犽≥－１且犽≠０ Ｄ．犽＞－１且犽≠０

９．若不等式组
狓＋６＜４狓－３，

狓＞｛ 犿
的解集是狓＞３，则犿的取值范围是 （　　）

Ａ．犿＞３ Ｂ．犿＝３ Ｃ．犿≤３ Ｄ．犿＜３

１０．为了维修某高速公路，需开凿一条长为１３００ｍ的隧道，为了提高工作效率，高速公路

建设指挥部决定由甲、乙两个工程队从两端同时开工．已知甲工程队比乙工程队每天能多开凿

１０ｍ，且甲工程队开凿３００ｍ所用的天数与乙工程队开凿２００ｍ所用的天数相同，则甲、乙两个
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工程队每天各能开凿多少米 （　　）

Ａ．甲２０、乙３０ Ｂ．甲３０、乙２０ Ｃ．甲４０、乙３０ Ｄ．甲２０、乙５０

第 Ⅱ 卷（非选择题 　 共７０分）

二、填空题（本题共６小题，每小题３分，共１８分）

１１．方程组
３狓－４狔＝１，

狓－４狔＝｛ ７
的解是 ．

１２．方程狓２＋２狓－１５＝０的解是 ．

１３．已知关于狓的一元二次方程狓２ ＋犪狓＋犫＝０有一个非零根 －犫，则犪－犫的值

为 ．

１４．若关于狓的方程
２犿－３
狓－１

－
狓

狓－１
＝０有增根，则犿的值是 ．

１５．一艘轮船顺流航行时，每小时行３２ｋｍ；逆流航行时，每小时行２８ｋｍ，则轮船在静水中

的速度是每小时行 ｋｍ．（轮船在静水中的速度大于水流速度）

１６．我们把
犪 犫

犮 犱
称作二阶行列式，规定它的运算法则为

犪 犫

犮 犱
＝犪犱－犫犮，如：

２ ３

４ ５
＝

２×５－３×４＝－２，如果有
２ ３－狓

１ 狓
＞０，则狓 ．

三、解答题（本大题共７小题，共５２分）

１７．（本题满分８分，每小题４分）

（１）解方程：
１－狓
３

＝３－
狓＋２
４
；

（２）已知不等式３狓－犪≤０的正整数解只有１、２、３，求犪．

１８．（本题满分６分）解不等式组
１＋狓＞－２，

２狓－１
３

≤１烅

烄

烆
，
并把解在数轴上表示出来．

１９．（本题满分６分）求使方程组
狓＋狔＝犿＋２，

４狓＋５狔＝６犿＋｛ ２
的解狓，狔都是正数的犿 的取值范围．

２０．（本题满分６分）为建设“秀美幸福之市”，长沙市绿化提质改造工程正如火如荼地进

行，某施工队计划购买甲、乙两种树苗共４００棵对芙蓉路的某标段道路进行绿化改造，已知甲

种树苗每棵２００元，乙种树苗每棵３００元．
（１）若购买两种树苗的总金额为９００００元，求需购买甲、乙两种树苗各多少棵；

（２）若购买甲种树苗的金额不少于购买乙种树苗的金额，至少应购买甲种树苗多少棵？

第二章 方程与不等式

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　３６　　　

２１．（本题满分８分）已知关于狓的一元二次方程（犪＋犮）狓
２
＋２犫狓＋（犪－犮）＝０，其中犪，犫，犮

分别为 △犃犅犆三边的长．

（１）如果狓＝－１是方程的根，试判断 △犃犅犆的形状，并说明理由；

（２）如果方程有两个相等的实数根，试判断 △犃犅犆的形状，并说明理由；

（３）如果 △犃犅犆是等边三角形，试求这个一元二次方程的根．

２２．（本题满分８分）为了让市民树立起“珍惜水、节约水、保护水”的用水理念，某市从

２０１３年４月起，居民生活用水按阶梯式计算水价，水价计算方式如图，每吨水需另加污水处理

费０．８０元．已知小张家２０１３年４月份用水２０吨，交水费４９元；５月份用水２５吨，交水费６５．４

元．（温馨提示：水费 ＝ 水价＋污水处理费）

（１）求犿，狀的值；

（２）随着夏天的到来，用水量将增加．为了节省开支，小张计划把６月份的水费控制在不超

过家庭月收入的２％．若小张家的月收入为８１９０元，则小张家６月份最多能用水多少吨？

２３．（本题满分１０分）某厂按用户的月需求量狓（件）完成一种产品的生产，其中狓＞０，每

件的售价为１８万元，每件的成本狔（万元）是基础价与浮动价的和，其中基础价保持不变，浮动

价与月需求量狓（件）成反比，经市场调研发现，月需求量狓与月份狀（狀为整数，１≤狀≤１２），符

合关系式狓＝２狀
２
－２犽狀＋９（犽＋３）（犽为常数），且得到了表中的数据．

月份狀（月） １ ２

成本狔（万元／件） １１ １２

需求量狓（件／月） １２０ １００

（１）求狔与狓满足的关系式，请说明一件产品的利润能否是１２万元；

（２）求犽，并推断是否存在某个月既无盈利也不亏损；

（３）在这一年１２个月中，若第犿个月和第（犿＋１）个月的利润相差很大，求犿．
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第三章 函 　 数

第１６课时 函数的基本概念

一、课前热身

１．若点犘（狓，狓－１）在第４象限，则狓的取值范围是 ．

２．已知点犘在第二象限，且点犘到狓 轴的距离是２，到狔轴的距离是３，则犘点的坐标

是 ．

３．函数狔＝
１

２狓－１
的自变量狓的取值范围是 ．

二、知识要点

１．平面直角坐标系

（１）定义：具有公共 的互相垂直的 构成了平面直角坐标系．水平的数轴称

为 或横轴；竖直的数轴称为 或纵轴；两坐标轴的交点为平面直角坐标系

的 ．

（２）点的位置的确定：有序 可以确定平面内点的位置．在建立了平面直角坐标系

后，平面上的点与　　　　　　 一一对应．

（３）各象限内和坐标轴上的点的坐标的规律：

第一象限（＋，＋），第二象限（ ， ），第三象限（ ， ），第四象限

（ ， ）；狓轴上的点的 坐标为０，狔轴上的点的 坐标为０．

（４）关于坐标轴、原点对称的点的坐标的特点：点犘（犪，犫）关于狓轴对称的点的坐标是

，关于狔轴对称的点的坐标是　　　　　，关于坐标原点对称的点的坐标是　　　　．

犘到狓轴的距离是 ，犘到狔轴的距离是　　　　，犘到原点的距离是　　　　．

２．函数的基本概念：

（１）概念：在某一变化过程中，存在两个变量狓，狔，对于狓的每一个确定的值，狔都有

　　　　 的值与之对应，则称狔是狓的　　　　，其中狓为 量．

（２）函数的表示方法：① 　　　　　；② 　　　　　；③ 　　　　　．

（３）确定函数自变量的取值范围的原则：

① 使代数式有意义：

表达式 狔＝
犪
狓
（犪为常数） 狔＝槡狓 狔＝

犪

槡狓
（犪为常数）

自变量狓的取值范围

② 使实际问题有意义．

（４）画函数图象的步骤：① 　　　　　；② 　　　　　　；③ 　　　　　　．
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三、典例精析

【例１】 已知点犘（－２，３），试写出符合下列条件的各点的坐标：

犘关于狓轴对称的点的坐标是　　　　；犘关于狔轴对称的点的坐标是　　　　；

犘关于原点对称的点的坐标是　　　　．

【例２】 函数狔＝
２

１－槡 狓
＋
１

狓
中，自变量狓的取值范围是 ．

【例３】 如图，在平面直角坐标系中，已知点犅（４，２），犅犃 ⊥狓轴

于犃．

（１）求ｔａｎ∠犅犗犃 的值；

（２）将点犅绕原点逆时针方向旋转９０°后记作点犆，求点犆的

坐标；

（３）将△犗犃犅平移得到△犗′犃′犅′，点犃的对应点是犃′，点犅的对

应点犅′的坐标为（２，－２），在坐标系中作出 △犗′犃′犅′，并写出点犗′、

犃′的坐标．

四、中考链接

１．（２０１８·柳州）如图，在平面直角坐标系中，点犃的坐标是　　　　　　．

（第１题图）
　　　

（第３题图）

２．（２０１８·东营）在平面直角坐标系中，若点犘（犿－２，犿＋１）在第二象限，则犿的取值范

围是 （　　）

Ａ．犿＜－１ Ｂ．犿＞２ Ｃ．－１＜犿＜２ Ｄ．犿＞－１

３．（２０１９·庆阳）中国象棋是中华名族的文化瑰宝，因趣味性强，深受大众喜爱．如图，若在

象棋棋盘上建立平面直角坐标系，使“帅”位于点（０，－２），“马”位于点（４，－２），则“兵”位于点

．

４．（２０１９·杭州）在平面直角坐标系中，点犃（犿，２）与点犅（３，狀）关于狔轴对称，则

（　　）

Ａ．犿＝３，狀＝２ Ｂ．犿＝－３，狀＝２

Ｃ．犿＝２，狀＝３ Ｄ．犿＝－２，狀＝－３
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五、拓展训练

１．点犘（－２，１）在平面直角坐标系中所在的象限是 （　　）

Ａ．第一象限 Ｂ．第二象限 Ｃ．第三象限 Ｄ．第四象限

２．如图，若将直角坐标系中“鱼”的每个“顶点”的横坐

标保持不变，纵坐标分别变为原来的１
２
，则点犃的对应点的

坐标是 （　　）

Ａ．（－４，３）

Ｂ．（４，３）

Ｃ．（－２，６）

Ｄ．（－２，３）

３．在函数狔＝
狓＋槡 １

狓
中，自变量狓的取值范围是　　　　　．

４．在平面直角坐标系狓犗狔中，已知点犃（２，３），在坐标轴上找一点犘，使得 △犃犗犘 是等腰

三角形，则这样的点犘共有 个．

５．小红帮弟弟荡秋千，秋千离地面的高度犺（ｍ）与摆动时间狋（ｓ）之间的关系如图所示．

（１）根据函数的定义，请判断变量犺是否为关于狋的函数？

（２）结合图象回答：

① 当狋＝０．７ｓ时，犺的值是多少？并说明它的实际意义．

② 秋千摆动第一个来回需多少时间？
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第１７课时 一次函数

一、课前热身

１．已知正比例函数图象经过点（３，２），则此函数的解析式是 ．

２．函数狔＝２狓－３的图象与狓轴的交点坐标是 ，与狔轴的交点坐标是 ．

３．写一个经过点（－２，４）且狔随狓的增大而减小的一次函数的解析式 　．

二、知识要点

１．一次函数的定义

一般地，形如狔＝ （犽，犫为常数，犽≠０）的函数，叫做一次函数．

特别地，当犫＝ 时，一次函数狔＝犽狓＋犫就成为狔＝犽狓（犽是常数，犽≠０），这时

狔叫做狓的 ．

２．正比例函数、一次函数的图象与性质

正比例函数 一次函数

解析式

图象

解析式

中字母

的符号

注意：

（１）正比例函数的图象是一条经过原点的 ．

（２）一次函数狔＝犽狓＋犫（犽≠０）的图象是一条经过点（０， ），（ ，０）的直线．

（３）直线狔＝犽狓＋犫可以看作由直线狔＝犽狓平移得到．

（４）对于一次函数狔＝犽狓＋犫（犽≠０），当犽＞０时，狔随狓的增大而 ；当犽＜０时，

狔随狓的增大而 ．

３．求一次函数解析式的方法是 ．

三、典例精析

【例１】 （１）对于一次函数狔＝－２狓＋４，下列结论错误的是 （　　）

Ａ．函数值随自变量的增大而减小

Ｂ．函数的图象不经过第三象限

Ｃ．函数的图象向下平移４个单位长度是狔＝－２狓的图象

Ｄ．函数的图象与狓轴的交点坐标是（０，４）

（２）若实数犪，犫满足犪犫＜０，且犪＜犫，则函数狔＝犪狓＋犫的图象可能是 （　　）
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【例２】 如图，直线狔＝－狓＋犿与狔＝狀狓＋４狀（狀≠０）的交

点的横坐标为－２，则关于狓的不等式－狓＋犿＞狀狓＋４狀的解是

．

【例３】 （１）直线犃犅 与狓 轴交于点犃（１，０），与狔轴交于点

犅（０，－２）．求直线犃犅 的解析式；

（２）已知某一次函数的图象经过点（２，－４）和点（－１，５），求这个一次函数的解析式；

（３）已知犗是原点，点犃的坐标是（４，０），点犅的坐标是（０，４）．求 △犃犗犅中边犗犃 的中线

所在的直线方程．

【例４】 求直线狔＝狓＋１和直线狔＝－狓＋２与狓轴围成的三角形的面积．

四、中考链接

１．（２０１９·娄底）一次函数狔＝犽狓－犽（犽＜０）的图象大致是 （　　）

Ａ． Ｂ． Ｃ． Ｄ．

２．（２０１８·常德）若一次函数狔＝（犽－２）狓＋１的函数值狔随狓的增大而增大，则 （　　）

Ａ．犽＜２ Ｂ．犽＞２ Ｃ．犽＞０ Ｄ．犽＜０

３．（２０１８·陕西）若直线犾１经过点（０，４），犾２经过点（３，２），且犾１与犾２关于狓轴对称，则犾１与

犾２ 的交点坐标为 （　　）

Ａ．（－２，０） Ｂ．（２，０） Ｃ．（－６，０） Ｄ．（６，０）

４．（２０１８·株洲）已知一系列直线狔＝犪犽狓＋犫（犪犽 均不相等且不为零，犪犽 同号，犽＝１、２、

３…狀，狀为大于或等于２的整数，犫＞０）分别与直线狔＝０相交于一系列点犃犽，设犃犽的横坐标

为狓犽，则对于式子
犪犻－犪犼
狓犻－狓犼

（１≤犻≤犽，１≤犼≤犽，犻≠犼），下列一定正确的是 （　　）

Ａ．大于１ Ｂ．大于０ Ｃ．小于－１ Ｄ．小于０

五、拓展训练

１．已知直线狔＝犽狓＋犫经过点犃（０，－２），且与坐标轴围成的直角三角形的面积为４，则

犽的 值为 ．

２．已知函数狔＝ （２犿－１）狓＋犿＋２的图象上两点犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２），若狓１ ＜狓２ 时，

狔１ ＞狔２，则犿的取值范围是 （　　）

Ａ．犿＜
１

２
Ｂ．犿＞

１

２
Ｃ．犿＜２ Ｄ．犿＞０
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３．已知一次函数狔＝犽狓＋犫（犽≠０）图象过点（０，２），且与两坐标轴围成的三角形面积为２，

求此一次函数的解析式．

４．如图，在平面直角坐标系狓犗狔中，直线狔＝－狓＋犿分别交狓

轴，狔轴于犃，犅两点，已知点犆（２，０）．

（１）当直线犃犅经过点犆时，点犗到直线犃犅的距离是　　　　；

（２）设点 犘 为线段犗犅 的中点，连接 犘犃，犘犆，若 ∠犆犘犃 ＝

∠犃犅犗，则犿的值是　　　　　　．

第１８课时 一次函数的应用

一、课前热身

１．汽车以６０千米／时的速度在公路上匀速行驶，１小时后进入高速路，继续以１００千米／时的速

度匀速行驶，则汽车行驶的路程狊（千米）与行驶的时间狋（时）的函数关系的大致图象是 （　　）

二、知识要点

１．利用一次函数的图象和性质解决某些实际问题．

２．实际问题中的一次函数．

步骤：

（１）分析问题：

① 借助图表等手段分析题目中的数量关系，从而确定函数关系式；

② 根据函数图象获取信息，分析数量关系．

（２）确定模型：根据所获取的信息，建立一次函数模型．

（３）解决问题：根据题中数量关系或函数模型解决问题．

３．灵活运用数形结合的思想方法解决实际问题．

三、典例精析

【例１】 “黄金１号”玉米种子的价格为５元／ｋｇ，如果一次购买２ｋｇ以上的种子，超过２ｋｇ

部分的种子的价格打８折．

购买种子的数量／ｋｇ １．５ ２ ３．５ ４ …

付款金额／元 ７．５ １６ …
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（１）根据题意，填写上表：

（２）设购买种子数量为狓ｋｇ，付款金额为狔元，求狔关于狓的函数解析式；

（３）若小张一次购买该种子花费了３０元，求他购买种子的数量．

【例２】 如图１所示，在犃，犅两地之间有汽车站犆站，客车由犃地驶往犆站，货车由犅地

驶往犃地．两车同时出发，匀速行驶．图２是客车、货车离犆站的路程狔１，狔２（千米）与行驶时间

狓（小时）之间的函数关系图象．

（１）填空：犃，犅两地相距 千米；

（２）求两小时后，货车离犆站的路程狔２与行

驶时间狓之间的函数关系式；

（３）客、货两车何时相遇？

四、中考链接

１．（２０１８·咸宁）甲、乙两人在笔直的湖边公路上同起点、同终点、同方向匀速步行２４００

米，先到终点的人原地休息．已知甲先出发４分钟，在整个步行过程中，甲、乙两人的距离狔（米）

与甲出发的时间狋（分）之间的关系如图所示，下列结论：

① 甲步行的速度为６０米／分；

② 乙走完全程用了３２分钟；

③ 乙用１６分钟追上甲；

④ 乙到达终点时，甲离终点还有３００米

其中正确的结论有 （　　）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

２．（２０１９·河北）长为３００ｍ的春游队伍，以狏（ｍ／ｓ）的速度向东行进，如图１和图２，当队

伍排尾行进到位置犗时，在排尾处的甲有一物品要送到排头，送到后立即返回排尾，甲的往返

速度均为２狏（ｍ／ｓ），当甲返回排尾后，他及队伍均停止行进．设排尾从位置犗开始行进的时间

为狋（ｓ），排头与犗的距离为犛头（ｍ）．

（１）当狏＝２时，解答：

① 求犛头 与狋的函数关系式（不写狋的取值范围）；
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② 当甲赶到排头位置时，求犛的值；在甲从排头返回到排尾过程中，设甲与位置犗的距离

为犛甲（ｍ），求犛甲 与狋的函数关系式（不写狋的取值范围）．

（２）设甲这次往返队伍的总时间为犜（ｓ），求犜与狏的函数关系式（不写狏的取值范围），并

写出队伍在此过程中行进的路程．

五、拓展训练

１．甲、乙两人在一条笔直的道路上相向而行，甲骑自行车从犃地

到犅 地，乙驾车从犅地到犃 地，他们分别以不同的速度匀速行驶，已

知甲先出发６分钟后，乙才出发，在整个过程中，甲、乙两人的距离

狔（千米）与甲出发的时间狓（分）之间的关系如图所示，当乙到达终点

犃时，甲还需　　　　　 分钟到达终点犅．

第１９课时 反比例函数

一、课前热身

１．已知反比例函数狔＝
犽
狓
（犽为常数，犽≠０）的图象位于第一、三象限，写出一个符合条件

的犽的值为　　　　．

２．反比例函数狔＝
犽
狓
的图象经过点（－２，３），则该反比例函数的解析式为 ．

３．如图，四边形犗犃犅犆是矩形，犃犇犈犉 是正方形，点犃、犇在狓轴

的正半轴上，点犆在狔轴的正半轴上，点犉在犃犅上，点犅、犈在反比例

函数狔＝
犽
狓
的图象上，犗犃 ＝１，犗犆 ＝６，则正方形犃犇犈犉 的边长

为 ．

二、知识要点

１．反比例函数的概念

（１）定义：形如 （犽≠０，犽为常数）的函数，叫做反比例函数．

（２）反比例函数狔＝
犽
狓
（犽≠０）中犽的意义：

① 双曲线狔＝
犽
狓
（犽≠０）上任意一点犘（犪，犫）满足犪犫＝ 　　　　．

② 反比例函数狔＝
犽
狓
（犽≠０）中比例系数犽的几何意义，即过双曲线狔＝

犽
狓
（犽≠０）上任

意一点引狓轴、狔轴的垂线，与两坐标轴围成的矩形的面积为　　　　　．
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２．反比例函数的图象与性质

（１）反比例函数狔＝
犽
狓
（犽≠０）的图象是 ，且关于 对称．

（２）反比例函数狔＝
犽
狓
（犽≠０）的图象和性质：

函数狔＝
犽
狓
（犽≠０） 图象 所在象限 性质

犽＞０ 第一、三象限
狓，狔同号，在每个象限内，狔

随狓增大而减小

犽＜０ 第二、四象限
狓，狔异号，在每个象限内，狔

随狓增大而增大

３．用待定系数法求反比例函数解析式．

４．在实际问题中建立反比例函数模型，利用反比例函数的性质解决实际问题．

三、典例精析

【例１】 如图，点犃在双曲线狔＝
４

狓
上，点犅在双曲线

狔＝
犽
狓
（犽≠０）上，犃犅∥狓轴，分别过点犃、犅向狓轴作垂线，垂

足分别为犇、犆，若矩形犃犅犆犇的面积是８，则犽的值为 （　　）

Ａ．１２ Ｂ．１０

Ｃ．８ Ｄ．６

【例２】 一辆汽车匀速通过某段公路，所需时间狋（ｈ）与行驶速度狏（ｋｍ／ｈ）满足函数关系

狋＝
犽
狏
，其图象为如图所示的一段曲线且端点为犃（４０，１）和犅（犿，０．５）．

（１）求犽和犿 的值；

（２）若行驶速度不得超过６０ｋｍ／ｈ，则汽车通过该路段最少需要多

少时间？

四、中考链接

１．（２０１８·淮安）若点犃（－２，３）在反比例函数狔＝
犽
狓
的图象上，则犽的值是 （　　）

Ａ．－６ Ｂ．－２ Ｃ．２ Ｄ．６
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２．（２０１８·香坊）对于反比例函数狔＝
２

狓
，下列说法不正确的是 （　　）

Ａ．点（－２，－１）在它的图象上 Ｂ．它的图象在第一、三象限

Ｃ．当狓＞０时，狔随狓的增大而增大 Ｄ．当狓＜０时，狔随狓的增大而减小

３．（１）（２０１７·株洲）如图，一块３０°、６０°、９０°的直角三角板，直角

顶点犗位于坐标原点，斜边犃犅 垂直狓轴，顶点犃在函数狔１ ＝
犽１
狓
（狓

＞０）的图象上，顶点犅在函数狔２＝
犽２
狓
（狓＞０）的图象上，∠犃犅犗＝

３０°，则
犽１
犽２
＝ 　　　　　　．

（２）（２０１９·株洲）如图所示，在平面直角坐标系犗狓狔中，点犃、犅、

犆为反比例函数狔＝
犽
狓
（犽＞０）上不同的三点，连接犗犃、犗犅、犗犆，过

点犃作犃犇⊥狔轴于点犇，过点犅、犆分别作犅犈、犆犉垂直狓轴于点犈、

犉，犗犆与犅犈相交于点犕，记 △犃犗犇、△犅犗犕、四边形犆犕犈犉的面积

分别为犛１、犛２、犛３，则 （　　）

Ａ．犛１ ＝犛２＋犛３ Ｂ．犛２ ＝犛３

Ｃ．犛３ ＞犛２ ＞犛１ Ｄ．犛１·犛２ ＜犛
２
３

４．（２０１７·株洲）如图，Ｒｔ△犘犃犅的直角顶点犘（３，４）在函数狔＝
犽
狓
（狓＞０）的图象上，顶

点犃、犅在函数狔＝
狋
狓
（狓＞０，０＜狋＜犽）的图象上，犘犅∥狓轴，连接犗犘、犗犃，记△犗犘犃的面

积为犛△犗犘犃，Ｒｔ△犘犃犅 的面积为犛△犘犃犅，设犠 ＝犛△犗犘犃 －犛△犘犃犅．

（１）求犽的值及犠 关于狋的表达式；

（２）若用犠ｍａｘ和犠ｍｉｎ表示函数犠 的最大值和最小值，令

犜＝犠ｍａｘ＋犪
２
－犪，其中犪为实数，求犜ｍｉｎ．

５．（２０１８·株洲）如图，已知函数狔＝
犽
狓
（犽＞０，狓＞０）的图象与

一次函数狔＝犿狓＋５（犿＜０）的图象相交于不同的两点犃、犅，过点

犃作犃犇⊥狓轴于点犇，连接犃犗，其中点犃的横坐标为狓０，△犃犗犇的

面积为２．

（１）求犽的值及当狓０ ＝４时犿的值；

（２）记［狓］表示不超过狓的最大整数，例如：［１．４］＝１，［２］＝２．

设狋＝犗犇·犇犆，若－
３

２
＜犿＜－

５

４
，求［犿２·狋］的值．
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６．（２０１９·株洲）如图所示，在平面直角坐标系犗狓狔中，等腰Δ犗犃犅的边犗犅与反比例函数

狔＝
犿
狓
（犿＞０）的图像相交于点犆，其中犗犅＝犃犅，点犃在狓轴的正半轴上，点犅的坐标为（２，

４），过点犆作犆犎 ⊥狓轴于点犎．

（１）已知一次函数的图像过点犗、犅，求该一次函数的表达式；

（２）若点犘是线段犃犅 上一点，满足犗犆 ＝槡３犃犘，过点犘作

犘犙 ⊥狓轴于点犙，连接犗犘，记△犗犘犙的面积为犛△犗犘犙，设犃犙＝狋，

犜＝犗犎
２
－犛△犗犘犙．

① 用狋表示犜（不需要写出狋的取值范围）；

② 当犜取最小值时，求犿的值．

五、拓展训练

１．如果反比例函数狔＝
犽－１
狓

的图象经过点（－１，－２），则犽的值是 （　　）

Ａ．２ Ｂ．－２ Ｃ．－３ Ｄ．３

２．如图，在直角坐标系中，点犃是狓轴正半轴上的一个定点，点犅是

双曲线狔＝
３

狓
（狓＞０）上的一个动点，当点犅 的横坐标逐渐增大时，

△犗犃犅 的面积将会 （　　）

Ａ．逐渐增大 Ｂ．不变

Ｃ．逐渐减小 Ｄ．先增大后减小

３．如图，Ｒｔ△犃犅犆的两个锐角顶点犃，犅在函数狔＝
犽
狓
（狓＞０）的图

象上，犃犆 ∥狓 轴，犃犆＝２，若点 犃 的坐标为（２，２），则点犅 的坐标

为　　　　　　　．

４．如图，直线狔＝犽狓（犽为常数，犽≠０）与双曲线狔＝
犿
狓
（犿为常数，

犿＞０）的交点为犃、犅，犃犆⊥狓轴于点犆，∠犃犗犆＝３０°，犗犃 ＝２．
（１）求犿的值；

（２）点犘在狔轴上，如果犛△犃犅犘 ＝３犽，求犘点的坐标．

５．如图，曲线犾是由函数狔＝
６

狓
在第一象限内的图象绕坐标原

点犗逆时针旋转４５°得到的，过点犃（－ 槡４２，槡４２），犅（槡２２，槡２２）的

直线与曲线犾相交于点犕、犖，则 △犗犕犖 的面积 为　　　　．
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第２０课时 二次函数的基本性质

一、课前热身

１．下列函数中不是二次函数的是 （　　）

Ａ．狔＝狓
２ Ｂ．狔＝３狓

２
－１

Ｃ．狔＝ （狓＋１）
２
－狓

２ Ｄ．狔＝狓
２
＋狓

２．二次函数狔＝－３（狓－１）
２
－２的图象是一条 ，开口向 ，对称轴是

，顶点坐标是 ；当狓 时，狔 有最 值为 ；当狓

时，狔随狓的增大而增大，当狓 时，狔随狓的增大而减小．

３．如果将抛物线狔＝狓
２ 向右平移１个单位，那么所得的抛物线的表达式是 （　　）

Ａ．狔＝狓
２
－１ Ｂ．狔＝狓

２
＋１

Ｃ．狔＝ （狓－１）
２ Ｄ．狔＝ （狓＋１）

２

二、知识要点

１．二次函数的定义、图象和性质

（１）定义：形如　　　　　　　　　　　　　 的函数叫做二次函数．例如　　　　　．

（２）二次函数定义中要求犪≠０，那么犫和犮是否可以为零呢？若犫＝０，则狔＝　　　　　．

若犮＝０，则狔＝　　　　．若犫＝犮＝０，则狔＝　　　　　　．以上三种形式都是二次函数的

特殊形式，狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪≠０）是二次函数的一般形式．

（３）图象：

二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪≠０）的图象是　　　　，其顶点坐标是　　　　，对称轴是

直线　　　　　　　．

（４）性质：当犪＞０时，开口向　　　　，在对称轴的左侧，狔随狓的增大而　　　　；在对

称轴的右侧，狔随狓的增大而　　　　；当狓＝－
犫
２犪
时，狔最小值 ＝

４犪犮－犫
２

４犪
．

当犪＜０时，开口向　　　　，在对称轴的左侧，狔随狓的增大而　　　　；在对称轴的右

侧，狔随狓的增大而　　　　　　；当狓＝－
犫
２犪
时，狔最大值 ＝

４犪犮－犫
２

４犪
．

２．抛物线狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮中犪，犫，犮符号的确定

（１）犪的符号由抛物线开口方向决定：当抛物线开口向上时，犪＞０；当抛物线开口向下

时，犪＜０．

（２）犮的符号由抛物线与狔轴交点的纵坐标决定：当抛物线交狔轴于正半轴时，犮＞０；当抛

物线交狔轴于负半轴时，犮＜０．

（３）犫的符号由对称轴来决定：当对称轴在狔轴左侧时，犫的符号与犪的符号相同；当对称轴

在狔轴右侧时，犫的符号与犪的符号相反，简记“左同右异”．
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三、典例精析

【例１】犿为何值时，函数狔＝ （犿＋１）狓
犿
２
－３犿－２ 是二次函数？

【例２】 对于二次函数狔＝狓
２
－２犿狓－３，有下列说法：

① 它的图象与狓轴有两个公共点；②如果当狓≤１时狔随狓的增大而减小，则犿＝１；③ 如

果将它的图象向左平移３个单位后过原点，则犿＝－１；④如果当狓＝４时的函数值与狓＝２００８

时的函数值相等，则当狓＝２０１２时的函数值为－３．

其中正确的说法是　　　　　．（把你认为正确说法的序号都填上）

【例３】 二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪≠０）的图象如右图所示，

其对称轴为狓＝１，有如下结论：

①犮＜１；②２犪＋犫＝０；③犫
２
＜４犪犮；④ 若方程犪狓

２
＋犫狓＋犮＝０

的两根为狓１，狓２，则狓１＋狓２ ＝２，则正确的结论是 （　　）

Ａ．①② Ｂ．①③

Ｃ．②④ Ｄ．③④

四、中考链接

１．（２０１７·连云港）已知抛物线狔＝犪狓
２（犪＞０）过犃（－２，狔１）、犅（１，狔２）两点，则下列关系

式一定正确的是 （　　）

Ａ．狔１ ＞０＞狔２ Ｂ．狔２ ＞０＞狔１

Ｃ．狔１ ＞狔２ ＞０ Ｄ．狔２ ＞狔１ ＞０

２．（１）（２０１８·株洲）已知二次函数狔＝犪狓
２的图象如右图，则下列哪个选项表示的点有可

能在反比例函数狔＝
犪
狓
的图象上 （　　）

（第２题（１）图）
　　

（第３题图）
　　

（第４题图）

Ａ．（－１，２） Ｂ．（１，－２） Ｃ．（２，３） Ｄ．（２，－３）

（２）（２０１９·株洲）若二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓的图像开口向下，则犪 ０（填“＝”

或“＞”或“＜”）．
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３．如图，已知二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮的图象与狓轴分别交于犃、犅两点，与狔轴交于犆

点，犗犃 ＝犗犆．则由抛物线的特征写出如下结论：

①犪犫犮＞０；②４犪犮－犫
２
＞０；③犪－犫＋犮＞０；④犪犮＋犫＋１＝０．

其中正确的个数是 （　　）

Ａ．４个 Ｂ．３个 Ｃ．２个 Ｄ．１个

４．（２０１７·株洲）如图所示二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮的对称轴在狔轴的右侧，其图象与狓

轴交于点犃（－１，０）与点犆（狓２，０），且与狔轴交于点犅（０，－２），小强得到以下结论：①０＜犪＜

２；②－１＜犫＜０；③犮＝－１；④当狘犪狘＝狘犫狘时，狓２＞槡５－１；以上结论中正确结论的序号为

　　　　．

五、拓展训练

１．二次函数狔＝狓
２
－２狓＋６的最小值是　　　　　　　．

２．二次函数狔＝狓
２
＋犫狓＋犮的图象上有两点（３，－８）和（－５，－８），则此!

物线的对称轴

是 ．

３．已知二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪≠０）的图象如图所示，对称轴为狓＝－

１

２
．下列结论

中，正确的是 （　　）

Ａ．犪犫犮＞０ Ｂ．犪＋犫＝０

Ｃ．２犫＋犮＞０ Ｄ．４犪＋犮＜２犫

（第３题图） （第５题图） （第６题图）

４．当犽＜０时，一次函数狔＝犽狓－犽的图象不经过 （　　）

Ａ．第一象限 Ｂ．第二象限

Ｃ．第三象限 Ｄ．第四象限

５．如图所示，抛物线狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮的顶点为犅（－１，３），与狓轴的交点犃 在点（－３，０）

和（－２，０）之间，以下结论：

①犫
２
－４犪犮＝０；②犪＋犫＋犮＞０；③２犪－犫＝０；④犮－犪＝３

其中正确的有 （　　）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

６．二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪、犫、犮是常数，且犪≠０）的图象如图所示，下列结论错误的

是 （　　）

Ａ．４犪犮＜犫
２ Ｂ．犪犫犮＜０

Ｃ．犫＋犮＞３犪 Ｄ．犪＜犫
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第２１课时 二次函数的解析式

一、课前热身

１．某二次函数的顶点坐标为（１，－３），且其图象经过点（３，５），则该函数的解析式为 　

．

２．已经二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋３（犪≠０）的图象经过点犃（３，０），犅（４，１），则此二次函数

的解析式为 ．

３．某二次函数的图象与狓轴相交于点（１，０）和（－３，０），且与狔轴相交于（０，－６），则该函

数的解析式为 ．

二、知识要点

１．待定系数法是确定二次函数解析式的常用方法

（１）一般式：所给条件是图象上任意三点（或任意三对狓，狔的值）时，可设解析式为

狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮，将已知条件代入，组成三元一次方程组来求解．

（２）顶点式：所给条件中已知顶点坐标或对称轴或最大（小）值时，可设解析式为狔＝

犪（狓－犺）
２
＋犽，将已知条件代入，求出待定系数．

（３）交点式：所给条件中已知抛物线与狓轴两交点坐标（狓１，０），（狓２，０），可设解析式为

狔＝犪（狓－狓１）（狓－狓２），将已知条件代入求出犪值，再将解析式化为一般形式．

２．二次函数与一元二次方程、一元二次不等式的联系．

三、典例精析

【例１】 如图所示，已知抛物线的对称轴是直线狓＝３，它与狓轴

交于犃，犅两点，与狔轴交于犆点，点犃，犆的坐标分别是（８，０），（０，４），

求这个抛物线的解析式．

【例２】 如图，抛物线的图象与狓轴交于点犃，犆，与狔轴交于点

犅（０，３），其顶点坐标为（１，４）．

（１）求该抛物线的解析式；

（２）求 △犃犅犆的面积．

【例３】 在平面直角坐标系中，△犃犗犅 的位置如图所示，已知

∠犃犗犅 ＝９０°，犃犗 ＝犅犗，点犃的坐标为（－３，１）．

（１）求点犅的坐标．

（２）求过犃、犗、犅三点的抛物线的解析式；
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四、中考链接

１．（２０１８·湖州）已知抛物线狔＝犪狓
２
＋犫狓－３（犪≠０）经过点（－１，０），（３，０），求犪，犫的值．

２．（２０１５·无锡）一次函数狔＝
３

４
狓的图象如下图所示，它与二次函数狔＝犪狓

２
－４犪狓＋犮

的图象交于犃、犅两点（其中点犃在点犅 的左侧），与这个二次函数图象的对称轴交于点犆．

（１）求点犆的坐标．

（２）设二次函数图象的顶点为犇．

① 若点犇与点犆关于狓轴对称，且△犃犆犇的面积等于３，

求此二次函数的关系式．

② 若犆犇 ＝犃犆，且 △犃犆犇 的面积等于１０，求此二次函数

的关系式．

五、拓展训练

１．（１）已知二次函数的图象顶点是（－１，２），且经过（１，－２），那么这个二次函数的解析式

是 ．

（２）已知二次函数图象与狓轴交点（２，０），（－１，０）与狔轴交点是（０，－４），那么这个二次函

数的解析式是 ．

（３）已知抛物线顶点（１，１６），且抛物线与狓轴的两交点间的距离为８，那么这个二次函数

的解析式是 ．

２．如右图，二次函数狔＝狓
２
＋犫狓＋犮的图象过点犅（０，－２），它与

反比例函数狔＝－
８

狓
的图象交于点犃（犿，４），则这个二次函数的解析

式为 （　　）

Ａ．狔＝狓
２
－狓－２

Ｂ．狔＝狓
２
－狓＋２

Ｃ．狔＝狓
２
＋狓－２

Ｄ．狔＝狓
２
＋狓＋２

３．如右图，抛物线狔＝狓
２
＋犫狓＋犮经过坐标原点，并与狓轴交

于点犃（２，０）．

（１）求此抛物线的解析式；

（２）写出顶点坐标及对称轴；

（３）若抛物线上有一点犅，且犛△犗犃犅 ＝３，求点犅的坐标．
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４．（２０１５·株洲）已知抛物线的表达式为狔＝－狓
２
＋６狓＋犮．

（１）若抛物线与狓轴有交点，求犮的取值范围；

（２）设抛物线与狓轴两个交点的横坐标分别为狓１、狓２，若狓
２
１＋狓

２
２ ＝２６，求犮的值；

（３）若犘、犙是抛物线上位于第一象限的不同两点，犘犃、犙犅 都垂

直于狓轴，垂足分别为犃、犅，且△犗犘犃与△犗犙犅全等，求证：犮＞－
２１

４

第２２课时 二次函数的应用

一、课前热身

１．某年某月某日，中国羽毛球队蝉联苏迪曼杯团体赛冠

军，成就了首个五连冠霸业．比赛中羽毛球的某次运动路线可

以看作是一条抛物线（如图），若不考虑外力因素，羽毛球行进

高度狔（米）与水平距离狓（米）之间满足关系狔＝－
２

９
狓２＋

８

９
狓

＋
１０

９
，则羽毛球飞出的水平距离为 米．

二、知识要点

１．能根据实际问题中的数量关系或者题中函数图象所提供的信息建立二次函数模型，解

决一类与函数有关的应用性问题；

２．应用数形结合思想来解决有关的二次函数与其他函数、方程、不等式等综合性问题是中

考压轴题的重要内容．

三、典例精析

【例１】 （２０１８·眉山）传统的端午节即将来临，某企业接到一批粽子生产任务，约定这批

粽子的出厂价为每只４元，按要求在２０天内完成．为了按时完成任务，该企业招收了新工人，设

新工人李明第狓天生产的粽子数量为狔只，狔与狓满足如下关系：

狔＝
３４狓（０≤狓≤６）

２０狓＋８０（６＜狓≤２０｛ ）

（１）李明第几天生产的粽子数量为２８０只？

（２）如图，设第狓天生产的每只粽子的成本是狆元，狆与狓
之间的关系可用图中的函数图象来刻画．若李明第狓天创造的

利润为狑元，求狑与狓之间的函数表达式，并求出第几天的利

润最大？最大利润是多少元？（利润 ＝ 出厂价－成本）
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四、中考链接

１．如图甲，犃，犅是半径为１的 ⊙犗上两点，且犗犃 ⊥犗犅，点犘从点犃 出发，在⊙犗上以每

秒一个单位长度的速度匀速运动，回到点犃运动结束，设运动时间为狓（单位：ｓ），弦犅犘的长为狔，

那么图乙图象中可能表示狔与狓函数关系的是 （　　）

Ａ．① Ｂ．③ Ｃ．② 或 ④ Ｄ．① 或 ③

２．（２０１８·福建）如下图，在足够大的空地上有一段长为犪米的旧墙犕犖，某人利用旧墙和

木栏围成一个矩形菜园犃犅犆犇，其中犃犇 ≤犕犖，已知矩形菜园的一边靠墙，另三边一共用了

１００米木栏．

（１）若犪＝２０，所围成的矩形菜园的面积为４５０平方米，求所利用旧墙犃犇 的长；

（２）求矩形菜园犃犅犆犇 面积的最大值．

五、拓展训练

１．如右图的一座拱桥，当水面宽犃犅为１２ｍ时，桥洞顶部离水

面４ｍ，已知桥洞的拱形是抛物线，以水平方向为狓轴，建立平面直

角坐标系，若选取点犃 为坐标原点时的抛物线解析式是狔 ＝－

１

９
（狓－６）

２
＋４，则选取点犅 为坐标原点时的抛物线解析式

是 ．

２．某商店经销一种双肩包，已知这种双肩包的成本价为每个３０元．市场调查发现，这种双肩

包每天的销售量狔（单位：个）与销售单价狓（单位：元）有如下关系：狔＝－狓＋６０（３０≤狓≤６０）．
设这种双肩包每天的销售利润为狑元．

（１）求狑与狓之间的函数解析式；

（２）这种双肩包销售单价定为多少元时，每天的销售利润最大？最大利润是多少元？

（３）如果物价部门规定这种双肩包的销售单价不高于４８元，该商店销售这种双肩包每天

要获得２００元的销售利润，销售单价应定为多少元？
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第２３课时 二次函数综合问题

一、课前热身

１．如图，已知点犃（４，０），犗为坐标原点，犘是线段犗犃 上任意

一点（不含端点犗，犃），过犘、犗两点的二次函数狔１和过犘、犃两点

的二次函数狔２ 的图象开口均向下，它们的顶点分别为犅、犆，射线

犗犅与犃犆相交于点犇．当犗犇 ＝犃犇 ＝３时，这两个二次函数的最

大值之和等于 （　　）

槡Ａ．５ Ｂ．
４

３
槡５

Ｃ．３ Ｄ．４

二、知识要点

株洲市中考数学试卷的压轴题的常见形式为二次函数综合题，压轴题的设计主要考查函

数关系式的确定，在平面直角坐标系中用代数式表示线段长，从而解决具体问题（尤其是定值

证明问题）．
二次函数综合题通常包括线段长度与图形面积的最值型、某种特殊图形的存在型、定值证明

型以及二次函数与二次方程的关系型等类型，而解决这些类型问题的有效方法：一是熟练掌握平

面直角坐标系中的线段表示，二是将复杂的图形转化为各种具体的情形，使得问题简单化．

三、典例精析

【例１】 已知抛物线狔＝狓
２
－（犽＋２）狓＋

５犽＋２
４

和直线狔＝ （犽＋１）狓＋ （犽＋１）
２．

（１）求证：无论犽取何实数值，抛物线总与狓轴有两个不同的交点；

（２）抛物线与狓轴交于点犃、犅，直线与狓轴交于点犆，设犃、犅、犆三点的横坐标分别是狓１、

狓２、狓３，求狓１·狓２·狓３ 的最大值；

（３）如果抛物线与狓轴的交点犃、犅在原点的右边，直线与狓轴的交点犆在原点的左边，又

抛物线、直线分别交狔轴于点犇、犈，直线犃犇交直线犆犈于点犌（如图），且犆犃·犌犈＝犆犌·犃犅，

求抛物线的解析式．
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四、中考链接

１．（２０１９·天津）已知抛物线狔＝狓
２
－犫狓＋犮（犫，犮为常数，犫＞０）经过点犃（－１，０），点

犕（犿，０）是狓轴正半轴上的点．
（１）当犫＝２时，求抛物线的顶点坐标；

（２）点犇（犫，狔犇）在抛物线上，当犃犕 ＝犃犇，犿＝５时，求犫的值；

（３）点犙（犫＋
１

２
，狔犙）在抛物线上，当槡２犃犕 ＋２犙犕 的最小值为 槡３３ ２

４
时，求犫的值．

２．（２０１６·株洲）已知二次函数狔＝狓
２
－（２犽＋１）狓＋犽

２
＋犽（犽＞０）．

（１）当犽＝
１

２
时，求这个二次函数的顶点坐标；

（２）求证：关于狓的一元二次方程狓２－（２犽＋１）狓＋犽
２
＋犽＝０

（犽＞０）有两个不相等的实根；

（３）如图，该二次函数图象与狓轴交于犃、犅两点（犃点在犅点

的左侧），与狔轴交于犆点，犘是狔轴负半轴上一点，且犗犘＝１，直

线犃犘 交犅犆于点犙．

求证：１
犗犃２

＋
１

犃犅２
＝
１

犃犙２
．

３．（２０１７·株洲）已知二次函数狔＝－狓
２
＋犫狓＋犮＋１．

（１）当犫＝１时，求这个二次函数的对称轴；

（２）若犮＝－
１

４
犫２－２犫，问：犫为何值时，二次函数的图象与

狓轴只有一个交点？

（３）若二次函数的图象与狓轴交于点犃（狓１，０）、犅（狓２，０），

且狓１＜狓２，与狔轴的正半轴交于点犕．以犃犅为直径的半圆恰

好过点犕．二次函数的对称轴犾与狓轴、直线犅犕、直线犃犕 分

别交于点犇、犈、犉，且满足
犇犈
犈犉

＝
１

３
．求二次函数的表达式．

４．（２０１８·株洲）已知二次函数狔＝犪狓
２
－ 槡５ ３狓＋犮（犪＞０）的图象

抛物线与狓轴相交于不同的两点犃（狓１，０）、犅（狓２，０），且狓１ ＜狓２．

（１）若该抛物线的对称轴为狓＝槡３，求犪的值；
（２）若犪＝１５，求犮的取值范围；

（３）如图，若该抛物线与狔轴相交于点犇，连接犅犇，且∠犗犅犇＝６０°，

抛物线的对称轴犾与狓轴相交于点犈，点犉是直线犾上的一点，点犉的纵

坐标为３＋
１

２犪
，连接犃犉，满足 ∠犃犇犅 ＝ ∠犃犉犈，求该二次函数的表

达式．

初中学业考试指导丛书·数学 九年级

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　５７　　　

５．（２０１９·株洲）已知二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪＞０）．

（１）若犪＝１，犫＝－２，犮＝－１．

① 求该二次函数图像的顶点坐标；

② 定义：对于二次函数狔＝狆狓
２
＋狇狓＋狉（狆≠０），满足方程狔

＝狓的狓值叫做该二次函数的“不动点”．求证：二次函数狔＝犪狓
２
＋

犫狓＋犮有两个不同的“不动点”；

（２）设犫＝
１

２
犮３，如图所示，在平面直角坐标系犗狓狔中，二次函

数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮的图像与狓轴分别相交于不同的两点犃（狓１，

０）、犅（狓２，０），其中狓１＜０，狓２＞０，与狔轴相交于点犆，连接犅犆，点

犇在狔轴的正半轴上，且犗犆＝犗犇，又点犈的坐标为（１，０），过点犇作垂直于狔轴的直线与直

线犆犈相交于点犉，满足∠犃犉犆＝∠犃犅犆，犉犃的延长线与犅犆的延长线相交于点犘，若
犘犆
犘犃

＝

槡５

５犪２＋槡 １
，求该二次函数的表达式．

五、拓展训练

１．已知二次函数狔＝狓
２
＋犫狓－４的图象与狔轴的交点为犆，与狓轴正半轴的交点为犃，且

ｔａｎ∠犃犆犗 ＝
１

４
．

（１）求二次函数的解析式；

（２）犘为二次函数图象的顶点，犙为其对称轴上的一点，犙犆 平分

∠犘犙犗，求犙点坐标．

２．（２０１７·四市）如图，已知抛物线狔＝犪狓
２
－ 槡２ ３犪狓－９犪与坐标轴交于犃，犅，犆三点，其

中犆（０，３），∠犅犃犆的平分线犃犈交狔轴于点犇，交犅犆于点犈，过点犇的直线犾与射线犃犆，犃犅
分别交于点犕，犖．

（１）直接写出犪的值、点犃的坐标及抛物线的对称轴；

（２）点犘为抛物线的对称轴上一动点，若 △犘犃犇 为等腰三角

形，求出点犘的坐标；

（３）证明：当直线犾绕点犇旋转时，
１

犃犕
＋
１

犃犖
均为定值，并求出

该定值．
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专题测试（三）

（时量：９０分钟　　分值：１００分）

第Ⅰ卷（选择题　共３０分）

一、选择题（每小题有且只有一个正确答案，本题共１０小题，每小题３分，共３０分）

１．函数狔＝ 狓－槡 ２中自变量狓的取值范围是 （　　）

Ａ．狓≥０ Ｂ．狓≥－２ Ｃ．狓≥２ Ｄ．狓≤－２

２．园林队在某公园进行绿化，中间休息了一段时间．已知绿化面积

犛（单位：平方米）与工作时间狋（单位：小时）的函数关系的图象如图所

示，则休息后园林队每小时绿化面积为 （　　）

Ａ．４０平方米 Ｂ．５０平方米

Ｃ．８０平方米 Ｄ．１００平方米

３．下列函数中，图象经过原点的是 （　　）

Ａ．狔＝３狓 Ｂ．狔＝１－２狓 Ｃ．狔＝
４

狓
Ｄ．狔＝狓

２
－１

４．已知点犃（２，狔１）、犅（４，狔２）都在反比例函数狔＝
犽
狓
（犽＜０）的图象上，则狔１、狔２的大小关

系为 （　　）

Ａ．狔１ ＞狔２ Ｂ．狔１ ＜狔２ Ｃ．狔１ ＝狔２ Ｄ．无法比较

５．已知二次函数狔＝犪（狓－犺）
２
＋犽（犪＞０），其图象过点犃（０，２），犅（８，３），则犺的值可以

是 （　　）

Ａ．６ Ｂ．５ Ｃ．４ Ｄ．３

（第６题图）
　　

（第７题图）
　　

（第８题图）

６．如图，正比例函数狔＝狓与反比例函数狔＝
１

狓
的图象相交于犃，犅两点，犅犆⊥狓轴于点

犆，则 △犃犅犆的面积为 （　　）

Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．
３

２
Ｄ．
５

２

７．如图，抛物线狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪≠０）过点（１，０）和点（０，－２），且顶点在第三象限，设

犘＝犪－犫＋犮，则犘的取值范围是 （　　）

Ａ．－４＜犘＜０ Ｂ．－４＜犘＜－２ Ｃ．－２＜犘＜０ Ｄ．－１＜犘＜０

８．如图，已知二次函数狔１＝
２

３
狓２－

４

３
狓的图象与正比例函数狔２＝

２

３
狓的图象交于点犃（３，
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２），与狓轴交于点犅（２，０），若０＜狔１ ＜狔２，则狓的取值范围是 （　　）

Ａ．０＜狓＜２ Ｂ．０＜狓＜３ Ｃ．２＜狓＜３ Ｄ．狓＜０或狓＞３

９．甲、乙两辆摩托车同时分别从相距２０ｋｍ的犃，犅两地出发，相向而行．图中犾１，犾２分别表

示甲、乙两辆摩托车到犃地的距离狊（ｋｍ）与行驶时间狋（ｈ）之间的函数关系．则下列说法错误

的是 （　　）

Ａ．乙摩托车的速度较快

Ｂ．经过０．３小时甲摩托车行驶到犃，犅两地的中点

Ｃ．经过０．２５小时两摩托车相遇

Ｄ．当乙摩托车到达犃地时，甲摩托车距离犃地
５０

３
ｋｍ

１０．二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪，犫，犮为常数且犪≠０）中的

狓与狔的部分对应值如下表：

狓 －３ －２ －１ ０ １ ２ ３ ４ ５

狔 １２ ５ ０ －３ －４ －３ ０ ５ １２

给出了结论：

（１）二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮有最小值，最小值为－３；

（２）当－
１

２
＜狓＜２时，狔＜０；

（３）二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮的图象与狓轴有两个交点，且它们分别在狔轴两侧．

则其中正确结论的个数是 （　　）

Ａ．３ Ｂ．２ Ｃ．１ Ｄ．０

第 Ⅱ 卷（非选择题 　 共７０分）

二、填空题（本题共６小题，每小题３分，共１８分）

１１．在平行四边形 犃犅犆犇 中，已知点 犃（－１，０），犅（２，０），犇（０，１），则点 犆 的坐标

为 ．

１２．一次函数狔１ ＝犽狓＋犫与狔２ ＝狓＋犪的图象如图所示，则犽狓＋犫＞狓＋犪的解集

是 ．

（第１２题图）
　　

（第１３题图）

１３．如图，一次函数狔１ ＝犪狓＋犫（犪≠０）与反比例函数狔２＝
犽
狓
（犽≠０）的图象交于犃（１，

４），犅（４，１）两点，若狔１ ＞狔２，则狓的取值范围是 ．

１４．如图，等边三角形犃犗犅的顶点犃的坐标为（－４，０），顶点犅在反比例函数狔＝
犽
狓
（狓＜０）
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的图象上，则犽＝ ．

１５．如图，已知二次函数狔＝狓
２
＋犫狓＋犮的图象经过点（－１，０），（１，－２），当狔随狓的增大

而增大时，狓的取值范围是 ．

（第１４题图）
　　　

（第１５题图）
　　　

（第１６题图）

１６．二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮（犪，犫，犮是常数，犪≠０）图象的对称轴是直线狓＝１，其图象

的一部分如图所示．对于下列说法：①犪犫犮＜０；② 当－１＜狓＜３时，狔＞０；③３犪＋犮＜０；

④犪－犫＋犮＜０，其中正确的是 （把正确的序号都填上）．

三、解答题（本大题共７小题，共５２分）

１７．（本题满分６分）在直角坐标系狓犗狔中，直线犾过（１，３）和（３，１）两点，且与狓轴、狔轴分

别交于犃，犅两点．

（１）求直线犾的函数关系式；

（２）求 △犃犗犅 的面积．

１８．（本题满分６分）已知抛物线狔＝－狓
２
＋２狓＋２．

（１）该抛物线的对称轴是　　　　，顶点坐标是　　　　；

（２）选取适当的数据填入下表，并在下图的直角坐标系内描点画出该抛物线的图象；

狓 … …

狔 … …

（３）若该抛物线上两点犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２）的横坐标满足狓１＞狓２＞１，试比较狔１与狔２的

大小．
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１９．（本题满分６分）如图，一次函数狔＝犽狓＋犫（犽≠０）的图象过点犘（－
３

２
，０），且与反比

例函数狔＝
犿
狓
（犿≠０）的图象相交于点犃（－２，１）和点犅．

（１）求一次函数和反比例函数的解析式；

（２）求点犅的坐标，并根据图象回答：当狓在什么范围内取值时，一次函数的函数值小于反

比例函数的函数值？

２０．（本题满分８分）九（１）班数学兴趣小组经过市场调查，整理出某种商品在第狓

（１≤狓≤９０）天的售价与销量的相关信息如下表：

时间狓（天） １≤狓＜５０ ５０≤狓≤９０

售价（元／件） 狓＋４０ ９０

每天销量（件） ２００－２狓

已知该商品的进价为每件３０元，设销售该商品每天的利润为狔元．

（１）求狔与狓的函数关系式；

（２）问销售该商品第几天时，每天销售利润最大，最大利润是多少？

（３）该商品在销售过程中，共有多少天每天销售利润不低于４８００元？请直接写出结果．

２１．（本题满分８分）如图，已知抛物线狔＝
１

２
狓２＋犫狓 与直线狔 ＝２狓交于点犗（０，０），

犃（犪，１２），点犅是抛物线上犗，犃之间的一个动点，过点犅分别作狓轴、狔轴的平行线与直线犗犃

交于点犆，犈．

（１）求抛物线的函数解析式；

（２）若点犆为犗犃 的中点，求犅犆的长；

（３）以犅犆，犅犈为边构造矩形犅犆犇犈，设点犇的坐标为（犿，狀），求

出犿，狀之间的关系式．
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　　２２．（本题满分８分）如图，小明在一次高尔夫球争霸赛中，从山坡下犗点打出一球向球洞

犃 点飞去，球的飞行路线为抛物线，如果不考虑空气阻力，当球达到最大水平高度１２米时，球

移动的水平距离为９米．已知山坡犗犃 与水平方向犗犆的夹角为３０°，犗，犃两点相距 槡８ ３米．

（１）求出点犃的坐标及直线犗犃 的解析式；

（２）求出球的飞行路线所在抛物线的解析式；

（３）判断小明这一杆能否把高尔夫球从犗 点直接打入球

洞犃 点．

２３．（本题满分１０分）如图，已知矩形犗犃犅犆的长犗犃＝槡３，宽犗犆＝１，将△犃犗犆沿犃犆翻

折得 △犃犘犆．

（１）求 ∠犘犆犅 的度数；

（２）若犘，犃两点在抛物线狔＝－
４

３
狓２＋犫狓＋犮上，求犫，犮的值，并说明点犆在此抛物线上；

（３）（２）中的抛物线与矩形犗犃犅犆边犆犅相交于点犇，与狓轴相交于另外一点犈，若点犕是

狓轴上的点，犖是狔轴上的点，以点犈，犕，犇，犖为顶点的四边形是平行四边形，试求点犕，犖的

坐标．
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第四章 三角形

第２４课时 相交线和平行线

一、课前热身

１．已知线段犃犅＝１０ｃｍ，在直线犃犅上画线段犅犆，使犅犆＝６ｃｍ，则线段犃犆＝ ．

２．如图，∠犅＝３０°，若犃犅 ∥犆犇，犆犅 平分 ∠犃犆犇，则 ∠犃犆犇 ＝ ．

（第２题图）
　　　　　　

（第３题图）

３．如图，∠１＝ ∠２，∠３＝４０°，则 ∠４等于 ．

二、知识要点

１．直线、线段、射线

（１）线段有 个端点；射线是把线段向 个方向无限延伸所形成的图形，射线

有 个端点；直线是把线段向 端无限延伸所形成的图形，直线 端点．

（２）公理：经过两点 一条直线，两点之间， 最短．

（３）两点之间的距离是指 ．

（４）线段的中点：若点犆是犃犅的中点，则 ． 叫两点之间的距离．

２．角

（１）定义： 叫角．

（２）角平分线：若射线犗犆是 ∠犃犗犅 的平分线，则 ．

（３）角平分线的性质： 　

　．

角平分线的判定： 　

　．

（４）角的度量：１周角 ＝ 平角 ＝ 直角 ＝ °＝ ′＝ ″．

（５）余角和补角：如果两个角的和是 ，那么称这两个角互为余角，其中一个角叫

另一个角的余角；如果两个角的和是 ，那么称这两个角互为补角，其中一个角叫另一

个角的补角．

性质：同角或等角的余角 ；同角或等角的补角 ．

３．两直线相交

（１）两直线相交，只有一个交点．
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（２）当两直线相交构成的四个角中，有一个角为直角就称这两条直线互相 ．

（３）在同一平面内，经过一点， 与已知直线垂直．

（４） 叫点到直线的距离．

（５）直线外一点与直线上各点连接的所有线段中， 最短．

（６）三线八角

如图，对顶角有 ．

对顶角的性质是 ．

邻补角有 ．

同位角有 ．

内错角有 ．

同旁内角有 ．

４．两直线平行

（１）定义： 　．

（２）平行公理： 　．

（３）平行线的性质： ； ；

　．

平行线的判定： 　；

　；

　．

５．命题

（１） 　 叫定义．

（２） 　 叫命题．

（３）命题由 组成．命题根据结论的真假可分为 与 ．

（４） 　 叫公理．

（５）写出一个命题及其逆命题 ． 　．

（６）写出一个有逆定理的定理 　．

三、典例精析

【例１】 （１）如图，犆，犇是线段犃犅上两点，犇是线段犃犆的中点，若犃犅＝１０ｃｍ，犅犆＝４ｃｍ，

则犃犇 的长等于 （　　）

Ａ．２ｃｍ　 Ｂ．３ｃｍ Ｃ．４ｃｍ Ｄ．６ｃｍ

（例题１（１）图）
　　　

（例题１（２）图）

（２）如图，直线犃犅，犆犇 交于点犗，射线犗犕 平分 ∠犃犗犆，若 ∠犅犗犇 ＝７６°，则 ∠犅犗犕 等于

（　　）

Ａ．３８° Ｂ．１０４° Ｃ．１４２° Ｄ．１４４°

【例２】如图，已知直线犃犅，犆犇相交于点犗，犗犃平分∠犈犗犆，∠犈犗犆＝１００°，则∠犅犗犇＝

．
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（例题２图）
　　　

（例题３图）

【例３】 如图，已知 ∠１＝ ∠２＝ ∠３＝５９°，则 ∠４＝ 　　　　　．

四、中考链接

１．（２０１８·河南）如图，直线犃犅，犆犇 相交于点犗，犈犗 ⊥犃犅 于点犗，∠犈犗犇 ＝５０°，则

∠犅犗犆的度数为 ．

（第１题图）
　

（第２题图）
　

（第３题图）
　

（第４题图）

２．（２０１８·德州）如图，犗犆为 ∠犃犗犅的平分线，犆犕 ⊥犗犅，犗犆＝５，犗犕 ＝４，则点犆到射

线犗犃 的距离为 ．

３．（２０１８·株洲）如图，直线犾１、犾２被直线犾３所截，且犾１∥犾２，过犾１上的点犃作犃犅⊥犾３交

犾３ 于点犅，其中 ∠１＜３０°，则下列一定正确的是 （　　）

Ａ．∠２＞１２０° Ｂ．∠３＜６０°

Ｃ．∠４－∠３＞９０° Ｄ．２∠３＞ ∠４

４．（２０１９·广西北部湾经济区）将一副三角板按如图所示的位置摆放在直尺上，则 ∠１的

度数为 （　　）

Ａ．６０° Ｂ．６５° Ｃ．７５° Ｄ．８５°

五、拓展训练

１．如图，犃犅 ∥犆犇，直线犈犉交犃犅于点犈，交犆犇 于点犉，犈犌平分∠犅犈犉，交犆犇 于点犌，

∠１＝５０°，则 ∠２等于 （　　）

Ａ．５０° Ｂ．６０° Ｃ．６５° Ｄ．９０°

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第３题图）

２．如图，将一张含有３０°角的三角形纸片的两个顶点叠放在矩形的两条对边上，若 ∠２＝
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４４°，则 ∠１的大小为 （　　）

Ａ．１４° Ｂ．１６° Ｃ．９０°－α Ｄ．α－４４°

３．如图，犃犅 ∥犆犇，犇犅 ⊥犅犆，∠１＝４０°，则 ∠２的度数是 （　　）

Ａ．４０° Ｂ．５０° Ｃ．６０° Ｄ．１４０°

４．如图，直线犾１ ∥犾２，∠α＝ ∠β，∠１＝４０°，则 ∠２＝ ．

（第４题图）
　　

（第５题图）

５．如图，△犃犅犆中，犈是犅犆中点，犃犇是∠犅犃犆的平分线，犈犉∥犃犇交犃犆于犉．若犃犅＝１１，

犃犆＝１５，则犉犆的长为 （　　）

Ａ．１１ Ｂ．１２ Ｃ．１３ Ｄ．１４

第２５课时 三角形

一、课前热身

１．△犃犅犆的三边犪，犫，犮满足狘犪－犫狘＋狘犫－犮狘＝０，则 △犃犅犆的形状是 （　　）

Ａ．等边三角形 Ｂ．直角三角形 Ｃ．锐角三角形 Ｄ．钝角三角形

２．三角形的下列线段中能将三角形的面积分成相等两部分的是 （　　）

Ａ．中线 Ｂ．角平分线 Ｃ．高 Ｄ．中位线

３．下列各组数可能是一个三角形的边长的是 （　　）

Ａ．１，２，４ Ｂ．４，５，９ Ｃ．４，６，８ Ｄ．５，５，１１

二、知识要点

１．三角形的分类

（１）三角形按边分类如下：

三角形

三角形

三角形
底和腰不等的 三角形

｛｛
三角形

（２）三角形按角分类如下：

三角形

三角形

三角形
烅

烄

烆 三角形

２．三角形的三线（高、角平分线、中线）

（１）高： ；

（２）角平分线： ；

（３）中线： ．
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３．三角形的性质

（１）三角形三边的关系： ．

（２）三角形的内角和定理： ．

（３）三角形的外角和是： ．

（４）三角形外角的性质： ．

（５）三角形的中位线定理： ．

三、典例精析

【例１】现有３ｃｍ，４ｃｍ，７ｃｍ，９ｃｍ长的四根木棒，任取其中三根组成一个三角形，那么可

以组成的三角形的个数是 （　　）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

【例２】 如图，在折纸活动中，小明制作了一张 △犃犅犆纸片，点犇，

犈分别在边犃犅，犃犆上，将△犃犅犆沿着犇犈折叠压平，犃与犃′重合，若

∠犃＝７５°，则 ∠１＋∠２＝ （　　）

Ａ．１５０° Ｂ．２１０°

Ｃ．１０５° Ｄ．７５°

【例３】如图，△犃犅犆的面积是１２，点犇，犈，犉，犌分别是犅犆，犃犇，

犅犈，犆犈 的中点，则 △犃犉犌 的面积是 （　　）

Ａ．４．５ Ｂ．５

Ｃ．５．５ Ｄ．６

四、中考链接

１．（２０１８·泰州）已知三角形两边的长分别为１、５，第三边长为整数，则第三边的长

为 ．

２．（２０１８·广西）如图，∠犃犆犇 是 △犃犅犆 的外角，犆犈 平分 ∠犃犆犇，若 ∠犃 ＝６０°，

∠犅＝４０°，则 ∠犈犆犇 等于 （　　）

Ａ．４０° Ｂ．４５° Ｃ．５０° Ｄ．５５°

（第２题图）
　　　

（第３题图）
　　　

（第４题图）

３．（２０１８·聊城）如图，将一张三角形纸片犃犅犆的一角折叠，使点犃落在 △犃犅犆 外的犃′

处，折痕为犇犈．如果 ∠犃＝α，∠犆犈犃′＝β，∠犅犇犃′＝γ，那么下列式子中正确的是 （　　）

Ａ．γ＝２α＋β Ｂ．γ＝α＋２β Ｃ．γ＝α＋β Ｄ．γ＝１８０°－α－β

４．（２０１８·黄石）如图，△犃犅犆中，犃犇 是犅犆边上的高，犃犈、犅犉分别是 ∠犅犃犆、∠犃犅犆的

平分线，∠犅犃犆＝５０°，∠犃犅犆＝６０°，则 ∠犈犃犇＋∠犃犆犇 ＝ （　　）

Ａ．７５° Ｂ．８０° Ｃ．８５° Ｄ．９０°
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五、拓展训练

１．如图，在 △犃犅犆 中，∠犃 ＝６０°，∠犅 ＝４０°，点犇、犈 分别在犅犆、犃犆 的延长线上，则

∠１＝ 　　　　　°．

（第１题图） （第２题图） （第３题图）

２．将一副直角三角板如图放置，使含３０°角的三角板的直角边和含４５°角的三角板一条直

角边在同一条直线上，则 ∠１的度数为 （ 　）

Ａ．７５° Ｂ．６５° Ｃ．４５° Ｄ．３０°

３．如图，犃，犅两点被池塘隔开，不能直接测量其距离．于是，小明在岸边选一点犆，连接

犆犃，犆犅，分别延长到点犕，犖，使犃犕 ＝犃犆，犅犖 ＝犅犆，测得犕犖 ＝２００ｍ，则犃，犅间的距离为

　ｍ．

４．如图，犃犇 是 △犃犅犆中 ∠犅犃犆的平分线，犇犈 ⊥犃犅 交犃犅 于点

犈，犇犉 ⊥犃犆交犃犆于点犉，犛△犃犅犆 ＝７，犇犈 ＝２，犃犅 ＝４，则犃犆长是

（　　）

Ａ．４ Ｂ．３

Ｃ．６ Ｄ．５

５．如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，∠犃＝４０°，△犃犅犆的外角∠犆犅犇的平分线犅犈交

犃犆的延长线于点犈．

（１）求 ∠犆犅犈 的度数；

（２）过点犇作犇犉 ∥犅犈，交犃犆的延长线于点犉，求 ∠犉的度数．

初中学业考试指导丛书·数学 九年级

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　６９　　　

第２６课时 全等三角形

一、课前热身

１．如图，在 △犃犅犆中，∠犃犅犆＝４５°，犉是高犃犇 和犅犈 的交点，犆犇 ＝４，则线段犇犉的长

度为 （　　）

槡 槡 槡Ａ．２ ２ Ｂ．４ Ｃ．３ ２ Ｄ．４ ２

（第１题图）
　　　　　

（第２题图）

２．如图，已知 ∠犃犅犆＝ ∠犇犆犅，下列所给条件不能证明 △犃犅犆≌ △犇犆犅 的是 （　　）

Ａ．∠犃＝ ∠犇 Ｂ．犃犅 ＝犇犆

Ｃ．∠犃犆犅 ＝ ∠犇犅犆 Ｄ．犃犆＝犅犇

二、知识要点

１．定义： 叫全等形， 叫全等三角形．

２．全等三角形的性质：全等三角形的对应边 ，对应角 ．

３．全等三角形的判定：一般三角形有 ， ， ，ＡＡＳ；对于两个直角

三角形，还有 ．

４．常用的隐含条件有 　．

三、典例精析

【例１】 如图，给出下列四组条件：

①犃犅 ＝犇犈，犅犆＝犈犉，犃犆＝犇犉； ②犃犅 ＝犇犈，∠犅＝ ∠犈，犅犆＝犈犉；

③∠犅＝ ∠犈，犅犆＝犈犉，∠犆＝ ∠犉； ④犃犅 ＝犇犈，犃犆＝犇犉，∠犅＝ ∠犈．

其中，能使 △犃犅犆≌ △犇犈犉 的条件共有 （　　）

　Ａ．１组 Ｂ．２组 Ｃ．３组 Ｄ．４组
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　　【例２】如图，点犃，犅，犆，犇在同一条直线上，犃犅＝犆犇，犃犈∥犆犉，

且犃犈 ＝犆犉．求证：∠犈＝ ∠犉．

四、中考链接

１．（２０１９·安顺）如图，点犅、犉、犆、犈在一条直线上，犃犅∥犈犇，犃犆∥犉犇，那么添加下列一

个条件后，仍无法判定 △犃犅犆≌ △犇犈犉 的是 （　　）

Ａ．∠犃＝ ∠犇 Ｂ．犃犆＝犇犉 Ｃ．犃犅 ＝犈犇 Ｄ．犅犉 ＝犈犆

（第１题图）
　　　

（第２题图）

２．（２０１８·临沂）如图，∠犃犆犅＝９０°，犃犆＝犅犆．犃犇⊥犆犈，犅犈⊥犆犈，垂足分别是点犇、犈，

犃犇 ＝３，犅犈 ＝１，则犇犈 的长是 （　　）

Ａ．
３

２
Ｂ．２

槡 槡Ｃ．２ ２ Ｄ．１０

３．（２０１８·怀化）已知：如图，点 犃，犉，犈，犆 在同一直线上，犃犅 ∥ 犇犆，犃犅 ＝ 犆犇，

∠犅＝ ∠犇．

（１）求证：△犃犅犈 ≌ △犆犇犉；

（２）若点犈，犌分别为线段犉犆，犉犇的中点，连接犈犌，且犈犌＝

５，求犃犅 的长．

４．（２０１８·桂林）如图，点犃、犇、犆、犉在同一条直线上，犃犇 ＝犆犉，犃犅 ＝犇犈，犅犆＝犈犉．

（１）求证：△犃犅犆≌犇犈犉；

（２）若 ∠犃＝５５°，∠犅＝８８°，求 ∠犉的度数．
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五、拓展训练

１．如图，在 △犃犅犆和 △犆犈犇 中，犃犅 ∥犆犇，犃犅 ＝犆犈，犃犆＝犆犇．求证：∠犅＝ ∠犈．

２．如图，在 △犃犅犆中，∠犆＝９０°，犃犆＝犅犆＝４，犇是犃犅的中点，点犈、犉分别在犃犆、犅犆

边上运动（点犈不与点犃、犆重合），且保持犃犈 ＝犆犉，连接犇犈、犇犉、犈犉．在此运动变化的过程

中，有下列结论：

①△犇犉犈 是等腰直角三角形；

② 四边形犆犈犇犉 不可能为正方形；

③ 四边形犆犈犇犉 的面积随点犈 位置的改变而发生变化；

④ 点犆到线段犈犉 的最大距离为槡２．

其中正确结论的个数是 （　　）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

３．如图，△犃犅犆中，犃犅＝犅犆，犅犈⊥犃犆于点犈，犃犇 ⊥犅犆于点犇，∠犅犃犇 ＝４５°，犃犇 与

犅犈 交于点犉，连接犆犈，

（１）求证：犅犉 ＝２犃犈；

（２）若犆犇 ＝槡２，求犃犇 的长．

４．如图，已知犃犅＝犆犇，犃犈⊥犅犇，犆犉⊥犅犇，垂足分别为犈，犉，犅犉＝犇犈．求证：犃犅∥犆犇．
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第２７课时 等腰三角形

一、课前热身

１．等腰三角形的顶角为８０°，则它的底角是 （　　）

Ａ．２０° Ｂ．５０° Ｃ．６０° Ｄ．８０°

２．等腰三角形的一条边长为６，另一边长为１３，则它的周长

为　　　　．

３．如图，在 △犃犅犆中，犃犅＝犃犆，犃犇 ⊥犅犆，垂足为点犇，若 ∠犅犃犆＝

７０°，则 ∠犅犃犇 ＝ °．

二、知识要点

１．等腰三角形

（１）定义： 叫等腰三角形，其中，

叫做腰， 叫做底， 叫顶角， 叫底角．

（２）性质：

① 等腰三角形的两个 相等（简称“等边对 ”）．

② 等腰三角形的顶角 线、底边上的 线、底边上的 互相重合（简

称“三线合一”）．

③ 判定：如果一个三角形有两个 相等，那么这两个角所对的 也相等（简

称“等角对 ”）．

２．等边三角形

（１）定义： 都相等的三角形叫做等边三角形．

（２）性质：等边三角形的三个 都相等，且都等于 ．

（３）判定：

① 三个 都相等的三角形是等边三角形；

② 有一个角是 的 三角形是等边三角形．

３．线段的垂直平分线

（１）定义： 一条线段的直线，叫做这条线段的垂直平分线．

（２）性质：线段垂直平分线上的点到这条线段 的距离相等．

（３）逆定理：到一条线段 的距离相等的点在这条线段的垂直平分线上．

三、典例精析

【例１】 （１）某等腰三角形的两条边长分别为３ｃｍ和６ｃｍ，则它的周长为 　 （　　）

Ａ．９ｃｍ Ｂ．１２ｃｍ Ｃ．１５ｃｍ Ｄ．１２ｃｍ或１５ｃｍ

（２）若等腰三角形中有一个角等于５０°，则这个等腰三角形的顶角的度数为 （　　）

Ａ５０° Ｂ．８０° Ｃ．６０° Ｄ．５０°或８０°
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【例２】 如图，犃犅 ＝犃犆，犆犇 ⊥犃犅 于犇，犅犈 ⊥犃犆于犈，犅犈 与犆犇 相交于点犗．

（１）求证：犃犇 ＝犃犈；

（２）连接犗犃，犅犆，试判断直线犗犃，犅犆的关系并说明理由．

【例３】在等腰△犃犅犆中，∠犃＝３０°，犃犅＝８，则犃犅边上的高犆犇的

长是　　　　　．

【例４】 如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃＝３０°，犇犈垂直平分斜边犃犆，交

犃犅 于犇，犈是垂足，连接犆犇，若犅犇 ＝１，则犃犆的长是 （　　）

槡Ａ．２ ３ Ｂ．２

槡Ｃ．４ ３ Ｄ．４

四、中考链接

１．（２０１９·广西北部湾经济区）如图，在△犃犅犆中，犃犆＝犅犆，∠犃＝４０°，观察图中尺规作

图的痕迹，可知 ∠犅犆犌 的度数为 （　　）

Ａ．４０° Ｂ．４５° Ｃ．５０° Ｄ．６０°

（第１题图）
　

（第２题图）
　

（第３题图）

２．（２０１８·徐州）边长为犪的正三角形的面积等于 ．

３．（２０１９·衢州）“三等分角”大约是在公元前五世纪由古希腊人提出来的。借助如图所示

的“三等分角仪”能三等分任一角。这个三等分角仪由两根有槽的棒犗犃，犗犅 组成，两根棒在犗

点相连并可绕犗转动，犆点固定，犗犆＝犆犇 ＝犇犈，点犇，犈可在槽中滑动，若 ∠犅犇犈＝７５°，则

∠犆犇犈 的度数是 （　　）

Ａ．６０° Ｂ．６５° Ｃ．７５° Ｄ．８０°

第四章 三角形

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　７４　　　

４．（２０１９·衢州）如图，取两根等宽的纸条折叠穿插，拉紧，可得边长为２的正六边形。则原

来的纸带宽为 （　　）

槡 槡Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．３ Ｄ．２

五、拓展训练

１．已知实数狓，狔满足狘狓－４狘＋ 狔－槡 ８＝０，则以狓，狔的值为两边长的等腰三角形的周

长是 （　　）

Ａ．２０或１６　 Ｂ．２０

Ｃ．１６ Ｄ．以上答案均不对

　　２．如图，正 △犃犅犆的边长为２，过点犅的直线犾⊥犃犅，且 △犃犅犆

与 △犃′犅犆′关于直线犾对称，犇为线段犅犆′上一动点，则犃犇＋犆犇 的

最小值是 （　　）

槡Ａ．４ Ｂ．３ ２

槡Ｃ．２ ３ Ｄ．２＋槡３

３．如图，△犃犅犆是边长为３的等边三角形，将 △犃犅犆 沿直线犅犆

向右平移，使犅点与犆点重合，得到 △犇犆犈，连接犅犇，交犃犆于犉．

（１）猜想犃犆与犅犇 的位置关系，并证明你的结论；

（２）求线段犅犇 的长．

４．如图，在等边三角形犃犅犆 中，点犇，犈 分别在边犅犆，犃犆 上，且犇犈 ∥犃犅，过点犈 作

犈犉 ⊥犇犈，交犅犆的延长线于点犉．

（１）求 ∠犉的度数；

（２）若犆犇 ＝２，求犇犉 的长．
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第２８课时 直角三角形和勾股定理

一、课前热身

１．在直角三角形中，斜边和斜边上的中线的长的和为９，则斜边上的中线长为　　　　．

２．直角三角形中一个锐角为３０°，斜边和最小的边的和为１２ｃｍ，则斜边长为　　　　．

３．已知三组数据：①２，３，４；②３，４，５；③１，槡３，２，分别以每组数据的三个数为三角形的三

边长，构成直角三角形的有 （　　）

Ａ．② Ｂ．①② Ｃ．①③ Ｄ．②③

二、知识要点

１．定义： 叫直角三角形，其中 叫直角边，

叫斜边．

２．性质：

（１）直角三角形的两锐角 ．

（２）勾股定理：如果直角三角形的两直角边长分别为犪，犫，斜边长为犮，那么 ．

（３）在直角三角形中，３０°角所对的 等于斜边的 ．

（４）在直角三角形中， 上的中线等于斜边的一半．

３．判定：

（１）有一个角是 的三角形是直角三角形．

（２）有两个角 的三角形是直角三角形．

（３）勾股定理的逆定理：如果三角形的三边长犪，犫，犮满足犪２＋犫
２
＝犮

２，那么这个三角形是

三角形．

（４）如果一个三角形一边上的 等于这边的一半，那么这个三角形是直角三角形．

４．直角三角形的面积公式：犛＝ ＝ ．

三、典例精析

【例１】 直角三角形两边长为３和５，求第三边的长．

【例２】 如图，已知犃犅 ＝４，犅犆＝３，犃犇 ＝１２，犇犆＝１３，

∠犅＝９０°，则四边形犃犅犆犇 的面积为 ．

【例３】 等腰三角形一腰长为５，一边上的高为４，则底边长为　　　　　　　．

第四章 三角形

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　７６　　　

四、中考链接

１．（２０１８·福建）如图，Ｒｔ△犃犅犆 中，∠犃犆犅 ＝９０°，犃犅 ＝６，犇 是犃犅 的中点，则犆犇

＝ ．

（第１题图）
　　　

（第２题图）
　　　

（第３题图）

２．（２０１８·淄博）如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，犆犕 平分 ∠犃犆犅交犃犅于点犕，过点犕 作犕犖 ∥

犅犆交犃犆于点犖，且犕犖 平分 ∠犃犕犆，若犃犖 ＝１，则犅犆的长为 （　　）

槡Ａ．４ Ｂ．６ Ｃ．４ ３ Ｄ．８

３．（２０１９·安顺市）如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犅犃犆＝９０°，且犅犃＝３，犃犆＝４，点犇是斜边

犅犆 上的一个动点，过点犇分别作犇犕 ⊥犃犅于点犕，犇犖 ⊥犃犆于点犖，连接犕犖，则线段犕犖

的最小值为 ．

４．（１）（２０１６·株洲）如图，以直角三角形犪、犫、犮为边，向外分别作等边三角形、半圆、等腰直

角三角形和正方形，上述四种情况的面积关系满足犛１＋犛２ ＝犛３ 的图形个数有 （　　）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

（２）（２０１９·株洲）如图所示，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，犆犕 是斜边犃犅上的中线，

犈、犉分别为犕犅、犅犆的中点，若犈犉 ＝１，则犃犅 ＝ 　　　　．

（第４题（２）图）
　　　

（第５题图）

５．（２０１７·襄阳）“赵爽弦图”巧妙地利用面积关系证明了勾股定理，是我国古代数学的骄

傲，如图所示的“赵爽弦图”是由四个全等的直角三角形和一个小正方形拼成的一个大正方

形，设直角三角形较长直角边长为犪，较短直角边长为犫，若（犪＋犫）
２
＝２１，大正方形的面积为

１３，则小正方形的面积为 （　　）

Ａ．３ Ｂ．４ Ｃ．５ Ｄ．６
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五、拓展训练

１．如图，在边长为１个单位长度的小正方形组成的网格中，点犃，犅都是格点，则线段犃犅

的长度为 （　　）

Ａ．５ Ｂ．６ Ｃ．７ Ｄ．２５

（第１题图）
　　　　

（第２题图）

２．如图，△犃犅犆中，犃犅＝犃犆＝１０，犅犆＝８，犃犇平分∠犅犃犆交犅犆于点犇，点犈为犃犆的

中点，连接犇犈，则 △犆犇犈 的周长为 （　　）

Ａ．２０ Ｂ．１２ Ｃ．１４ Ｄ．１３

３．我国三国时期数学家赵爽为了证明勾股定理，创造了一幅“弦图”，后人称其为“赵爽弦

图”，如图１所示．在图２中，若正方形犃犅犆犇 的边长为１４，正方形犐犑犓犔 的边长为２，且犐犑∥

犃犅，则正方形犈犉犌犎 的边长为　　　　．

（第３题图）
　　　　

（第４题图）

４．如图，在矩形犃犅犆犇中，犃犅＝３，犃犇＝１，犃犅在数轴上，若以点犃为圆心，对角线犃犆的

长为半径作弧交数轴的正半轴于点犕，则点犕 的坐标为 （　　）

Ａ．（２，０） Ｂ．（槡５－１，０） Ｃ．（槡１０－１，０） Ｄ．（槡５，０）

第２９课时 特殊三角形的综合练习

一、课前热身

１．如图，在 △犃犅犆中，犃犆＝犃犇 ＝犅犇，∠犇犃犆＝８０°，则 ∠犅的度数是　　　　．

（第１题图）
　　　　　　

（第３题图）
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２．在 Ｒｔ△犃犅犆 中，∠犆 ＝９０°，点犇 是犅犆 边上的点，犃犇 ＝２犆犇，则 ∠犃犇犅 的度数

是 ．

３．如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，犇，犈，犉分别是犃犅，犅犆，犆犃的中点，若犆犇＝５ｃｍ，

则犈犉 ＝ 　　　　ｃｍ．

二、典例精析

【例１】如图，在△犃犅犆中，犃犅＝犆犅，∠犃犅犆＝９０°，犇为犃犅延长线上

一点，点犈在犅犆边上，且犅犈 ＝犅犇，连接犃犈，犇犈，犇犆．

（１）求证：△犃犅犈 ≌ △犆犅犇；

（２）若 ∠犆犃犈 ＝３０°，求 ∠犅犇犆的度数．

　　【例２】如图，已知在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，∠犃＝３０°，犆犇⊥犃犅

交犃犅 于点犈，且犆犇 ＝犃犆，犇犉 ∥犅犆分别与犃犅，犃犆交于点犌，犉．

（１）求证：犌犈 ＝犌犉；（２）若犅犇 ＝１，求犇犉 的长．

【例３】 如图，已知在 △犃犅犆，△犃犇犈 中，∠犅犃犆 ＝ ∠犇犃犈 ＝９０°，

犃犅＝犃犆，犃犇＝犃犈，点犆，犇，犈三点在同一条直线上，连接犅犇，犅犈．有以

下四个结论：①犅犇 ＝ 犆犈；②犅犇 ⊥ 犆犈；③∠犃犆犈 ＋ ∠犇犅犆 ＝４５°；

④犅犈
２
＝２（犃犇

２
＋犃犅

２）．其中结论正确的个数是 （　　）

　Ａ．１ Ｂ．２

　Ｃ．３ Ｄ．４

【例４】如图，四边形犃犅犆犇，犈犉犌犎，犖犎犕犆都是正方形，

边长分别为犪，犫，犮；犃，犅，犖，犈，犉 五点在同一直线上，则犮＝
（用含有犪，犫的代数式表示）．

三、中考链接

１．（２０１８·娄底）如图，△犃犅犆 中，犃犅 ＝ 犃犆，犃犇 ⊥犅犆 于犇 点，犇犈 ⊥ 犃犅 于点犈，

犅犉 ⊥犃犆于点犉，犇犈 ＝３ｃｍ，则犅犉 ＝ ｃｍ．

（第１题图）
　　　　　

（第２题图）
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２．（２０１８·天津）如图，在边长为４的等边 △犃犅犆 中，犇，犈 分别为犃犅，犅犆 的中点，

犈犉 ⊥犃犆于点犉，犌为犈犉 的中点，连接犇犌，则犇犌 的长为 ．

３．（２０１８·杭州）如图，在△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，以点犅为圆心，犅犆长为半径画弧，交线

段犃犅 于点犇；以点犃为圆心，犃犇 长为半径画弧，交线段犃犆于点犈，连接犆犇．

（１）若 ∠犃＝２８°，求 ∠犃犆犇 的度数．

（２）设犅犆＝犪，犃犆＝犫．

①线段犃犇的长是方程狓
２
＋２犪狓－犫

２
＝０的一个根吗？说明

理由．

② 若犃犇 ＝犈犆，求
犪
犫
的值．

四、拓展训练

１．△犃犅犆的三条中位线围成的三角形的周长为１５ｃｍ，则 △犃犅犆的周长为 （　　）

Ａ．５０ｃｍ Ｂ．４５ｃｍ Ｃ．３０ｃｍ Ｄ．
１５

２
ｃｍ

２．已知Ｒｔ△犃犅犆的周长是４＋ 槡４ ３，斜边上的中线长是２，则 △犃犅犆的面积是　　　　．

３．已知关于狓的一元二次方程（犪＋犮）狓
２
＋２犫狓＋（犪－犮）＝０，其中犪、犫、犮分别为 △犃犅犆

三边的长．

（１）如果狓＝－１是方程的根，试判断 △犃犅犆的形状，并说明理由；

（２）如果方程有两个相等的实数根，试判断 △犃犅犆的形状，并说明理由；

（３）如果 △犃犅犆是等边三角形，试求这个一元二次方程的根．

４．如图，已知等腰三角形犃犅犆中，犃犅＝犃犆，点犇、犈分别在边犃犅．犃犆上，且犃犇 ＝犃犈，

连接犅犈、犆犇，交于点犉．

（１）判断 ∠犃犅犈 与 ∠犃犆犇 的数量关系，并说明理由；

（２）求证：过点犃、犉的直线垂直平分线段犅犆．
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专题测试（四）

（时量：９０分钟　　分值：１００分）

第Ⅰ卷（选择题　共３０分）

一、选择题（每小题有且只有一个正确答案，本题共１０小题，每小题３分，共３０分）

１．若 ∠α＝３２°，则 ∠α的补角为 （　　）

Ａ．５８° Ｂ．６８° Ｃ．１４８° Ｄ．１６８°

２．已知 ∠１＝１°３０′，∠２＝１°１８′，则 ∠１与 ∠２的数量关系为 （　　）

Ａ．∠１＝ ∠２ Ｂ．∠１－∠２＝１２′

Ｃ．∠１－∠２＝２２′ Ｄ．∠２－∠１＝１２′

３．如图，直线犾１，犾２，犾３ 交于一点，直线犾４ ∥犾１，若 ∠１＝１２４°，

∠２＝８８°，则 ∠３的度数为 （　　）

Ａ．２６° Ｂ．３６°

Ｃ．４６° Ｄ．５６°

４．现有３ｃｍ，４ｃｍ，７ｃｍ，９ｃｍ长的四根木棒，任取其中三根组成

一个三角形，那么可以组成的三角形的个数有 （　　）

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

５．等腰三角形的底边长为６，底边上的中线长为４，它的腰长为 （　　）

Ａ．５ Ｂ．６ Ｃ．７ Ｄ．８

６．如图，在四边形犃犅犆犇 中，∠犅犃犇 ＝ ∠犃犇犆＝９０°，犃犅 ＝犃犇 ＝ 槡２ ２，犆犇 ＝槡２，点犘

在四边形犃犅犆犇 的边上．若点犘到犅犇 的距离为
３

２
，则点犘的个数为 （　　）

Ａ．２ Ｂ．３ Ｃ．４ Ｄ．５

（第６题图）
　　

（第７题图）
　　

（第８题图）

７．如图为八个全等的正六边形紧密排列在同一平面上的情形．根据图中标示的各点位置，

判断 △犃犆犇 与下列哪一个三角形全等 （　　）

Ａ．△犃犆犉 Ｂ．△犃犈犇 Ｃ．△犃犅犆 Ｄ．△犅犆犉

８．如图，某飞机在空中犃 处探测到它的正下方地平面上目标犆，此时飞行高度犃犆 ＝

１２００ｍ，从飞机上看地平面指挥台犅的仰角α＝３０°，则飞机犃与指挥台犅的距离为 （　　）

槡 槡Ａ．１２００ｍ Ｂ．１２００ ３ｍ Ｃ．２４００ ３ｍ Ｄ．２４００ｍ

９．如图，若正方形网格中每个小方格的边长为１，则 △犃犅犆是 （　　）

Ａ．直角三角形 Ｂ．锐角三角形

Ｃ．钝角三角形 Ｄ．等腰三角形

初中学业考试指导丛书·数学 九年级

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　８１　　　

（第９题图）
　　　

（第１０题图）

１０．如图，点犃，犆都在直线犾上，犃犈⊥犃犅且犃犈＝犃犅，犅犆⊥犆犇 且犅犆＝犆犇，三点犈，

犅，犇到直线犾的距离分别是６，３，４，计算图中由线段犃犅，犅犆，犆犇，犇犈，犈犃 所围成的图形的面

积是 （　　）

Ａ．５０ Ｂ．６２ Ｃ．６５ Ｄ．６８

第 Ⅱ 卷（非选择题 　 共７０分）

二、填空题（本题共６小题，每小题３分，共１８分）

１１．泰勒斯是古希腊哲学家，相传他利用三角形全等的方法求出岸上一点到海中一艘船的距

离．如图所示，犅是观察点，船犃在犅的正前方，过犅作犃犅的垂线，在垂线上截取任意长犅犇，犆是

犅犇的中点，观察者从点犇沿垂直于犅犇的犇犈方向走，直到点犈，船犃和点犆在一条直线上，那么

△犃犅犆 ≌△犈犇犆，从而量出犇犈的距离即为船离岸的距离犃犅，这里判定△犃犅犆≌△犈犇犆的

方法是 ．

（第１１题图）
　　

（第１２题图）
　　

（第１３题图）

１２．如图，犃犆与犅犇 交于点犘，犃犘 ＝犆犘，从以下四个论断：①犃犅 ＝犆犇，②犅犘 ＝犇犘，

③∠犅＝∠犇，④∠犃＝∠犆中选择一个论断作为条件，则不一定能使 △犃犘犅≌ △犆犘犇 的论

断是 ．

１３．如图，在等腰三角形纸片犃犅犆中，犃犅＝犃犆，∠犃＝５０°，折叠该纸片，使点犃落在点犅

处，折痕为犇犈，则 ∠犆犅犈 ＝ ．

１４．如图，已知在△犃犅犆中，犇，犈是犅犆上的两点，且犃犇＝犅犇，犃犈＝犆犈，∠犃犇犈＝８２°，

∠犃犈犇 ＝４８°，则 ∠犅犃犆＝ ．

（第１４题图）
　

（第１５题图）
　

（第１６题图）

１５．如图，在△犃犅犆中，犃犅＝犅犆，∠犅＝１２０°，犃犅的垂直平分线交犃犆于点犇．若犃犆＝６ｃｍ，
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则犃犇 ＝ ｃｍ．

１６．如图是一种“羊头”形图案，其作法是：从正方形①开始，以它的一边为斜边，向外作等

腰直角三角形，然后再以其直角边为边，分别向外作正方形 ② 和 ②′，……，然后依此类推，若

正方形 ① 的边长为６４ｃｍ，则第４个正方形的边长为 ｃｍ．

三、解答题（本大题共７小题，共５２分）

１７．（本题满分６分）在 △犃犅犆中，犃犅 ＝犃犆，犅犇 ⊥犃犆，犆犈 ⊥犃犅．求证：犅犇 ＝犆犈．

１８．（本题满分６分）如图，锐角三角形犃犅犆中，直线犾为犅犆的中垂线，犿为 ∠犃犅犆的角

平分线，犾与犿 相交于犘 点．若 ∠犅犃犆＝６０°，∠犃犆犘 ＝２４°，求 ∠犃犅犘 的度数．

１９．（本题满分６分）如图，在梯形犃犅犆犇中，已知犃犇∥犅犆，犃犅＝犆犇，延长线段犆犅到犈，

使犅犈 ＝犃犇，连接犃犈，犃犆．

（１）求证：△犃犅犈 ≌ △犆犇犃；

（２）若 ∠犇犃犆＝４０°，求 ∠犈犃犆的度数．

２０．（本题满分８分）如图，在△犃犅犆中，犃犅＝犃犆，犃犇⊥犅犆于点犇，将△犃犇犆绕点犃顺

时针旋转，使犃犆与犃犅重合，点犇落在点犈处，犃犈的延长线交犆犅的延长线于点犕，犈犅的延

长线交犃犇 的延长线于点犖．求证：犃犕 ＝犃犖．
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　　２１．（本题满分８分）如图所示，犃犇为三角形犃犅犆的中线，犈为犃犆上一点，连接犅犈交犃犇

于犉，且犃犈 ＝犉犈．

求证：犅犉 ＝犃犆．

２２．（本题满分８分）如图，将犃犅犆犇 沿过点犃的直线犾折叠，使点犇落到犃犅边上的犇′

点处，折痕犾交犆犇 边于点犈，连接犅犈．

（１）求证：四边形犅犆犈犇′是平行四边形；

（２）若犅犈 平分 ∠犃犅犆，求证：犃犅
２
＝犃犈

２
＋犅犈

２．

２３．（本题满分１０分）如图，已知在 △犃犅犆中，犃犅＝犃犆，∠犅犃犆＝９０°，分别过犅，犆向过

犃的直线作垂线，垂足分别为犈，犉．

（１）如图（１），过犃的直线与斜边犅犆不相交时，求证：犈犉 ＝犅犈＋犆犉；

（２）如图（２），过犃的直线与斜边犅犆相交时，其他条件不变，若犅犈＝１０，犆犉＝３，求犈犉的长．
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第五章 四边形

第３０课时 多边形与平行四边形

一、课前热身

１．七边形外角和为　　　　　．

２．一个多边形的内角和是９００°，这个多边形的边数是　　　　　．

３．如图，犃犅犆犇 中，下列说法一定正确的是 （　　）

Ａ．犃犆＝犅犇 Ｂ．犃犆⊥犅犇

Ｃ．犃犅 ＝犆犇 Ｄ．犃犅 ＝犅犆

（第３题图）

　　　
（第４题图）

４．四边形犃犅犆犇 中，对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，下列条件不能判定这个四边形是平行四

边形的是 （　　）

Ａ．犃犅 ∥犆犇，犃犇 ∥犅犆 Ｂ．犃犅 ＝犇犆，犃犇 ＝犅犆

Ｃ．犃犗 ＝犆犗，犅犗 ＝犇犗 Ｄ．犃犅 ∥犇犆，犃犇 ＝犅犆

二、知识要点

１．四边形的内、外角和，多边形的内、外角和：

（１）四边形的内角和为 ；外角和为 ；

（２）任意狀边形（狀≥３）内角和等于 ，外角和等于 ．

２．平行四边形的性质和判定：

（１）定义：两组对边 的四边形是平行四边形．

（２）性质：平行四边形的对边 ，对角 ，对角线 ，平行四边形是

对称图形．

（３）判定：两组对边分别 的四边形是平行四边形；两组对角分别 的四边

形是平行四边形；一组对边 的四边形是平行四边形；对角线 的四边

形是平行四边形．
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三、典例精析

【例１】 如图，∠１、∠２、∠３、∠４是五边形犃犅犆犇犈 的４个外角．

若 ∠犃＝１２０°，则 ∠１＋∠２＋∠３＋∠４＝ 　　　　．

【例２】 如图，四边形犃犅犆犇 是平行四边形，犈、犉是对角线犅犇 上的点，∠１＝ ∠２．

（１）求证：犅犈 ＝犇犉；（２）求证：犃犉 ∥犆犈．

【例３】 如图，在平行四边形犃犅犆犇 中，犈、犉分别在犃犇、犅犆边上，且犃犈 ＝犆犉．

求证：（１）△犃犅犈 ≌ △犆犇犉；

（２）四边形犅犉犇犈 是平行四边形．

四、中考链接

１．（２０１８·铜仁）如果一个多边形的内角和是外角和的３倍，则这个多边形的边数是

（　　）

Ａ．８ Ｂ．９ Ｃ．１０ Ｄ．１１

２．（２０１８·济宁）如图，在五边形犃犅犆犇犈中，∠犃＋∠犅＋∠犈＝３００°，犇犘、犆犘分别平分

∠犈犇犆、∠犅犆犇，则 ∠犘＝ （　　）

Ａ．５０° Ｂ．５５° Ｃ．６０° Ｄ．６５°

（第２题图）
　　　　　

（第３题图）
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３．（２０１８·山西）图１是我国古代建筑中的一种窗格，其中冰裂纹图案象征着坚冰出现裂

纹并开始消融，形状无一定规则，代表一种自然和谐美．图２是从图１冰裂纹窗格图案中提取的

由五条线段组成的图形，则 ∠１＋∠２＋∠３＋∠４＋∠５＝ 度．

４．（１）（２０１６·株洲）已知四边形犃犅犆犇 是平行四边形，对角线犃犆、犅犇 交于点犗，犈是犅犆

的中点，以下说法错误的是 （　　）

Ａ．犗犈 ＝
１

２
犇犆

Ｂ．犗犃 ＝犗犆

Ｃ．∠犅犗犈 ＝ ∠犗犅犃

Ｄ．∠犗犅犈 ＝ ∠犗犆犈

（２）（２０１７·株洲）如图，点犈、犉、犌、犎 分别为四边形犃犅犆犇 的四边犃犅、犅犆、犆犇、犇犃 的中

点，则关于四边形犈犉犌犎，下列说法正确的为 （　　）

Ａ．一定不是平行四边形 Ｂ．一定不是中心对称图形

Ｃ．可能是轴对称图形 Ｄ．当犃犆＝犅犇 时它是矩形

（第４题（２）图） （第４题（３）图） （第４题（４）图） （第４题（５）图）

（３）（２０１８·株洲）如图，正五边形犃犅犆犇犈 和正三角形犃犕犖 都是 ⊙犗的内接多边形，则

∠犅犗犕 ＝ ．

（４）（２０１８·株洲）如图，在平行四边形犃犅犆犇中，连接犅犇，且犅犇＝犆犇，过点犃作犃犕 ⊥犅犇

于点犕，过点犇作犇犖⊥犃犅于点犖，且犇犖＝ 槡３２，在犇犅的延长线上取一点犘，满足∠犃犅犇＝

∠犕犃犘＋∠犘犃犅，则犃犘＝ 　　　　．

（５）（２０１９·株洲）如图所示，过正五边形犃犅犆犇犈 的顶点犅 作一条射线与其内角 ∠犈犃犅 的角

平分线相交于点犘，且 ∠犃犅犘 ＝６０°，则 ∠犃犘犅 ＝ ．

五、拓展训练

１．一个正多边形的一个外角为３０°，则它的内角和为　　　　．

２．在平行四边形犃犅犆犇中，犃犈平分∠犅犃犇交边犅犆于犈，犇犉平分∠犃犇犆交边犅犆于犉．

若犃犇 ＝１１，犈犉 ＝５，则犃犅 ＝ 　　　　．

３．如图，一个多边形纸片按图示的剪法剪去一个内角后，得到一

个内角和为２３４０°的新多边形，则原多边形的边数为 （　　）

Ａ．１３

Ｂ．１４

Ｃ．１５

Ｄ．１６

４．已知：如图，在 犃犅犆犇 中，点犉在犃犅 的延长线上，且犅犉 ＝犃犅，连接犉犇，交犅犆 于
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点犈．

（１）说明 △犇犆犈 ≌ △犉犅犈 的理由；

（２）若犈犆＝３，求犃犇 的长．

５．如图，在 犃犅犆犇中，对角线犃犆与犅犇相交于点犗，∠犆犃犅＝∠犃犆犅，过点犅作犅犈⊥

犃犅 交犃犆于点犈．

（１）求证：犃犆⊥犅犇；

（２）若犃犅 ＝１４，ｃｏｓ∠犆犃犅 ＝
７

８
，求线段犗犈 的长．

第３１课时 矩形、菱形和正方形（一）

一、课前热身

１．菱形的两条对角线长分别是６和８，则此菱形的边长是 （　　）

Ａ．２ Ｂ．３ Ｃ．４ Ｄ．５

２．矩形具有而菱形不具有的性质是 （　　）

Ａ．两组对边分别平行 Ｂ．对角线相等

Ｃ．对角线互相平分 Ｄ．两组对角分别相等

３．如图，矩形犃犅犆犇 的对角线犃犆＝８ｃｍ，∠犃犗犇 ＝１２０°，则犃犅 的长为 （　　）

槡Ａ．３ｃｍ Ｂ．２ｃｍ Ｃ．２ ３ｃｍ Ｄ．４ｃｍ

（第３题图）
　　

（第４题图）

４．如图，在菱形犃犅犆犇 中，犃犆＝８，犅犇 ＝６，则菱形的周长是 （　　）

Ａ．２０　 Ｂ．２４ Ｃ．３０ Ｄ．４０
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二、知识要点

１．矩形、菱形和正方形的性质

名称 边 角 对角线

矩形 对边平行且相等

菱形 对角相等

正方形

２．矩形、菱形和正方形的判定

矩形：（１）有一个角是　　　　　 的平行四边形；（２）有三个角是　　　　　 的四边形；

（３）对角线 　　　　　 且互相平分的四边形．

菱形：（１）有一组邻边　　　　　 的平行四边形；（２）四条边都　　　　　 的四边形；

（３）对角 线互相　　　　　 平分的四边形．

正方形：（１）有一组邻边　　　　　的矩形；（２）有一角是　　　　　 的菱形；（３）对角线

　　　　　 且　　　　　 的四边形．

三、典例精析

【例１】 如图，四边形犃犅犆犇 是矩形，对角线犃犆、犅犇 相交于点犗，犅犈∥犃犆交犇犆的延长

线于点犈．

（１）求证：犅犇 ＝犅犈；

（２）若 ∠犇犅犆＝３０°，犅犗 ＝４，求四边形犃犅犈犇 的面积．

【例２】如图，已知菱形犃犅犆犇的对角线犃犆、犅犇的长分别为６ｃｍ、８ｃｍ，犃犈⊥犅犆于点犈，

则犃犈 的长是 （　　）

槡 槡Ａ．５ ３ｃｍ Ｂ．２ ５ｃｍ

Ｃ．
４８

５
ｃｍ Ｄ．

２４

５
ｃｍ

【例３】 如图，在正方形犃犅犆犇 中，等边三角形犃犈犉 的顶点犈、犉分别在犅犆和犆犇 上．

（１）求证：犆犈 ＝犆犉；

（２）若等边三角形犃犈犉 的边长为２，求正方形犃犅犆犇 的周长．
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四、中考链接

１．（１）（２０１８·株洲）如图，矩形犃犅犆犇 的对角线犃犆与犅犇 相交于点犗，犃犆＝１０，犘、犙分

别为犃犗、犃犇 的中点，则犘犙 的长度为　　　　．

（第１题（１）图）
　　　

（第２题图）
　　　

（第３题图）

（２）（２０１９·株洲）对于任意的矩形，下列说法一定正确的是 （　　）

Ａ．对角线垂直且相等 Ｂ．四边都互相垂直

Ｃ．四个角都相等 Ｄ．是轴对称图形，但不是中心对称图形

２．（２０１８·宜昌）如图，正方形犃犅犆犇 的边长为１，点犈，犉分别是对角线犃犆 上的两点，

犈犌 ⊥犃犅，犈犐⊥犃犇，犉犎 ⊥犃犅，犉犑⊥犃犇，垂足分别为犌，犐，犎，犑．则图中阴影部分的面积等

于 （　　）

Ａ．１ Ｂ．
１

２
Ｃ．
１

３
Ｄ．
１

４

３．（２０１９·广州）如图，矩形犃犅犆犇 中，对角线犃犆的垂直平分线犈犉分别交犅犆，犃犇 于点

犈，犉，若犅犈 ＝３，犃犉 ＝５，则犃犆的长为 （　　）

槡 槡Ａ．４ ５ Ｂ．４ ３ Ｃ．１０ Ｄ．８

五、拓展训练

１．若顺次连接四边形犃犅犆犇各边的中点所得四边形是矩形，则四边形犃犅犆犇一定是 （　　）

Ａ．矩形 Ｂ．菱形

Ｃ．对角线互相垂直的四边形 Ｄ．对角线相等的四边形

２．如图，菱形犃犅犆犇 的周长为２４ｃｍ，对角线犃犆、犅犇 相交于犗 点，犈是犃犇 的中点，连接

犗犈，则线段犗犈 的长等于 （　　）

Ａ．３ｃｍ Ｂ．４ｃｍ Ｃ．２．５ｃｍ Ｄ．２ｃｍ

（第１题图） （第２题图） （第３题图） （第４题图）

３．如图，Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝９０°，犃犆＝犅犆＝６，犈是斜边犃犅上任意一点，作犈犉⊥犃犆于

犉，犈犌 ⊥犅犆于犌，则矩形犆犉犈犌 的周长是　　　　　　　．
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４．如图，菱形犃犅犆犇的对角线相交于点犗，犃犆＝２，犅犇＝ 槡２３，将菱形按如图方式折叠，使

点犅与点犗 重合，折痕为犈犉，则五边形犃犈犉犆犇 的周长为　　　　．

５．如图，矩形犃犅犆犇 中，∠犃犅犇、∠犆犇犅 的平分线犅犈、犇犉 分别交边犃犇、犅犆于点犈、犉．

（１）求证：四边形犅犈犇犉 是平行四边形；

（２）当 ∠犃犅犈 为多少度时，四边形犅犈犇犉 是菱形？请说明理由．

第３２课时 矩形、菱形和正方形（二）

一、课前热身

１．如图，菱形犃犅犆犇 中，∠犅＝６０°，犃犅 ＝４，则以犃犆为边长的正方形犃犆犈犉 的周长为

（　　）

Ａ．１４ Ｂ．１５ Ｃ．１６ Ｄ．１７

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第３题图）

２．如图，在△犃犅犆中，犃犆＝犅犆，点犇，犈分别是边犃犅，犃犆的中点，将△犃犇犈绕点犈旋转

１８０°得 △犆犉犈，则四边形犃犇犆犉 一定是 （　　）

Ａ．矩形 Ｂ．菱形 Ｃ．正方形 Ｄ．梯形

３．如图，四边形犃犅犆犇 和四边形犃犈犉犆是两个矩形，点犅在犈犉边上，若矩形犃犅犆犇 和矩

形犃犈犉犆的面积分别是犛１、犛２，则犛１ 与犛２ 的大小关系是 （　　）

Ａ．犛１ ＞犛２ Ｂ．犛１ ＝犛２ Ｃ．犛１ ＜犛２ Ｄ．３犛１ ＝２犛２

二、知识要点

平行四边形、矩形、菱形、正方形的关系
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三、典例精析

【例１】 如图，已知在犃犅犆犇 中，犗为对角线犅犇 的中点，过点犗的直线犈犉分别交犃犇，

犅犆于犈，犉两点，连接犅犈，犇犉．

（１）求证：△犇犗犈 ≌ △犅犗犉．

（２）当∠犇犗犈等于多少度时，四边形犅犉犇犈为菱形？请说明理由．

【例２】 已知：如图，犇 是 △犃犅犆 的边犃犅 上一点，犆犖 ∥ 犃犅，犇犖 交犃犆 于点 犕，

犕犃 ＝犕犆．

（１）求证：犆犇 ＝犃犖；

（２）若∠犃犕犇＝２∠犕犆犇，求证：四边形犃犇犆犖是矩形．

　　【例３】 如图，已知Ｒｔ△犃犅犆 中，∠犃犅犆 ＝９０°，先把 △犃犅犆 绕点犅 顺时针旋转９０°至

△犇犅犈 后，再把 △犃犅犆平移至 △犉犈犌，犇犈、犉犌 相交于点犎．

（１）判断线段犇犈、犉犌 的位置关系，并说明理由；

（２）连接犆犌，求证：四边形犆犅犈犌 是正方形．

四、中考链接

１．（２０１８·张家界）在矩形犃犅犆犇 中，点犈在犅犆上，犃犈 ＝犃犇，犇犉 ⊥犃犈，垂足为犉．

（１）求证：犇犉 ＝犃犅；

（２）若 ∠犉犇犆＝３０°，且犃犅 ＝４，求犃犇．

２．（２０１８·株洲）如图，Ｒｔ△犃犅犕 和Ｒｔ△犃犇犖 的斜边分别为正方形犃犅犆犇 的边犃犅 和

犃犇，其中犃犕 ＝犃犖．

（１）求证：Ｒｔ△犃犅犕 ≌Ｒｔ△犃犇犖；

（２）线段犕犖 与线段犃犇 相交于点犜，若犃犜 ＝
１

４
犃犇，

求ｔａｎ∠犃犅犕 的值．
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　　３．（２０１９·海南）如图，在边长为犾的正方形犃犅犆犇中，犈是边犆犇的中点，点犘是边犃犇上

一点（与点犃、犇不重合），射线犘犈 与犅犆的延长线交于点犙．

（１）求证：△犘犇犈 ≌ △犙犆犈；

（２）过点犈作犈犉∥犅犆交犘犅于点犉，连结犃犉，当犘犅＝犘犙时，

① 求证：四边形犃犉犈犘 是平行四边形；

② 请判断四边形犃犉犈犘 是否为菱形，并说明理由．

五、拓展训练

１．如图所示，正方形犃犅犆犇中，对角线犃犆、犅犇交于点犗，点犕、犖分别为犗犅、犗犆的中点，

则ｃｏｓ∠犗犕犖 的值为 （　　）

Ａ．
１

２
Ｂ．槡２
２

Ｃ．槡３
２

Ｄ．１

（第１题图）
　

（第２题图）
　

（第３题图）

２．如图，三个边长均为２的正方形重叠在一起，犗１、犗２ 是其中两个正方形的中心，则阴影

部分的面积是　　　．

３．如图，已知正方形犃犅犆犇，点犈是犅犆边的中点，犇犈与犃犆相交于点犉，连接犅犉，下列结

论：①犛△犃犅犉 ＝犛△犃犇犉；②犛△犆犇犉 ＝４犛△犆犈犉；③犛△犃犇犉 ＝２犛△犆犈犉；④犛△犃犇犉 ＝２犛△犆犇犉，其中正确的是

（　　）

Ａ．①③ Ｂ．②③ Ｃ．①④ Ｄ．②④

４．已知：如图，四边形 犃犅犆犇 中，犃犇 ∥犅犆，犃犇 ＝犆犇，犈 是对角线犅犇 上一点，且

犈犃 ＝犈犆．

（１）求证：四边形犃犅犆犇 是菱形；

（２）如果犅犈 ＝犅犆，且 ∠犆犅犈∶∠犅犆犈 ＝２∶３，求证：四边形犃犅犆犇 是正方形．
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专题测试（五）

（时量：９０分钟　　分值：１００分）

第Ⅰ卷（选择题　共３０分）

一、选择题（每小题有且只有一个正确答案，本题共１０小题，每小题３分，共３０分）

１．正八边形的每个内角为 （　　）

Ａ．１３５° Ｂ．１２０° Ｃ．１４０° Ｄ．１４４°

２．下列四边形中，对角线相等且互相垂直平分的是 （　　）

Ａ．平行四边形 Ｂ．等腰梯形

Ｃ．正方形 Ｄ．矩形

３．如图，点犈是平行四边形犃犅犆犇 的边犆犇 的中点，犃犇、犅犈的延长线

相交于点犉，犇犉 ＝３，犇犈 ＝２，则平行四边形犃犅犆犇 的周长为 （　　）

Ａ．５ Ｂ．７

Ｃ．１０ Ｄ．１４

４．四边形犃犅犆犇 中，对角线犃犆、犅犇 相交于点犗，给出下列四个条件：①犃犇 ∥犅犆；

②犃犇 ＝犅犆；③犗犃 ＝犗犆；④犗犅＝犗犇，从中任选两个条件，能使四边形犃犅犆犇 为平行四边形

的选法有 （　　）

Ａ．３种 Ｂ．４种 Ｃ．５种 Ｄ．６种

５．如图，在矩形犃犅犆犇 中，对角线犃犆、犅犇 交于点犗，已知

∠犃犗犅 ＝６０°，犃犆＝１６，则图中长度为８的线段有 （　　）

Ａ．２条 Ｂ．４条

Ｃ．５条 Ｄ．６条

６．顺次连接四边形犃犅犆犇 各边的中点所得四边形是菱形，则四边形犃犅犆犇 一定是

（　　）

Ａ．菱形 Ｂ．对角线互相垂直的四边形

Ｃ．矩形 Ｄ．对角线相等的四边形

７．如图，矩形纸片犃犅犆犇 中，犃犅 ＝２ｃｍ，点犈在犅犆上，且犃犈 ＝

犈犆．若将纸片沿犃犈折叠，点犅恰好与犃犆上的点犅′重合，则犃犆的长为

（　　）

Ａ．４ｃｍ Ｂ．２ｃｍ

槡 槡Ｃ．２ ３ｃｍ Ｄ．３ｃｍ

８．如图，正方形犃犅犆犇的边长为１，犈、犉、犌、犎分别为各边上的点，且犃犈＝犅犉＝犆犌＝犇犎，

设小正方形犈犉犌犎 的面积为犛，设犃犈为狓，则犛关于狓的函数图象大致是 （　　）
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９．如图，正方形犃犅犆犇 的边长为４，点犈在对角线犅犇 上，且 ∠犅犃犈＝２２．５°，犈犉⊥犃犅，

垂足为犉，则犈犉 的长为 （　　）

槡Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．４－ 槡 槡２ ２ Ｄ．３ ２－４

（第９题图）
　　　

（第１０题图）

１０．如图，在矩形犃犅犆犇中，边犃犅的长为３，点犈，犉分别在犃犇，犅犆上，连接犅犈，犇犉，犈犉，

犅犇，若四边形犅犈犇犉 是菱形，且犈犉 ＝犃犈＋犉犆，则边犅犆的长为 （　　）

槡 槡 槡Ａ．２ ３ Ｂ．３ ３ Ｃ．６ ３ Ｄ．
９

２
槡３

第 Ⅱ 卷（非选择题 　 共７０分）

二、填空题（本题共６小题，每小题３分，共１８分）

１１．一个多边形的内角和比四边形内角和的３倍多１８０°，这个多边形的边数是 ．

１２．在菱形犃犅犆犇 中，若对角线长犃犆＝８ｃｍ，犅犇 ＝６ｃｍ，则边长犃犅 ＝ ｃｍ．

１３．如图，在四边形犃犅犆犇中，已知犃犅＝犆犇，再添加一个条件 （写出一个即可），

使四边形犃犅犆犇 是平行四边形（图形中不再添加辅助线）．

（第１３题图）
　　

（第１５题图）
　　

（第１６题图）

１４．在四边形犃犅犆犇 中，犃犅 ＝犇犆，犃犇 ＝犅犆，请再添加一个条件，使四边形犃犅犆犇 是矩

形．你添加的条件是 （写出一种即可）．

１５．如图，矩形犃犅犆犇 的对角线犃犆，犅犇 相交于犗，犃犈 平分 ∠犅犃犇 交矩形一边于犈，若

∠犆犃犈 ＝１５°，则 ∠犅犗犆＝ ．

１６．如图，将两张长为４，宽为１的矩形纸条交叉并旋转，使重叠部分成为一个菱形．旋转过

程中，当两张纸条垂直时，菱形周长的最小值是４，那么菱形周长的最大值是 ．

三、解答题（本大题共７小题，共５２分）

１７．（本题满分６分）如图，已知平行四边形犃犅犆犇，犇犈 是 ∠犃犇犆 的角平分线，交犅犆

于点犈．

（１）求证：犆犇 ＝犆犈；

（２）若犅犈 ＝犆犈，∠犅＝８０°，求 ∠犇犃犈 的度数．
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１８．（本题满分６分）如图，在△犃犅犆中，犇、犈分别是犃犅、犃犆的中点，过点犈作犈犉∥犃犅，

交犅犆于点犉．

（１）求证：四边形犇犅犉犈 是平行四边形；

（２）当 △犃犅犆满足什么条件时，四边形犅犇犈犉 是菱形？为什么？

１９．（本题满分６分）如图，犃犅 ＝犃犆，犃犇 ＝犃犈，犇犈 ＝犅犆，且 ∠犅犃犇 ＝ ∠犆犃犈．

（１）求证：△犃犅犈 ≌ △犃犆犇；

（２）求证：四边形犅犆犇犈 是矩形．

２０．（本题满分８分）如图，在平行四边形犃犅犆犇 中，∠犆＝６０°，犕，犖分别是犃犇，犅犆的中

点，犅犆＝２犆犇．

（１）求证：四边形犕犖犆犇 是平行四边形；

（２）求证：犅犇 ＝槡３犕犖．

２１．（本题满分８分）如图，在△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，犅犆的垂直平分线犇犈交犅犆于犇，

交犃犅 于犈，犉在犇犈 上，并且犃犉 ＝犆犈．

（１）求证：四边形犃犆犈犉 是平行四边形；

（２）当 ∠犅满足什么条件时，四边形犃犆犈犉 是菱形？请回答并证明你的结论．
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　　２２．（本题满分８分）（２０１６·娄底）如图，将等腰 △犃犅犆绕顶点犅 逆时针方向旋转α度到

△犃１犅犆１ 的位置，犃犅 与犃１犆１ 相交于点犇，犃犆与犃１犆１、犅犆１ 分别交于点犈、犉．

（１）求证：△犅犆犉 ≌ △犅犃１犇；

（２）当 ∠犆＝α度时，判定四边形犃１犅犆犈 的形状并说明理由．

２３．（本题满分１０分）已知：如图所示的一张矩形纸片犃犅犆犇（犃犇 ＞犃犅），将纸片折叠一

次，使点犃与点犆重合，再展开，折痕犈犉交犃犇边于点犈，交犅犆边于点犉，分别连接犃犉和犆犈．

（１）求证：四边形犃犉犆犈 是菱形；

（２）若犃犈 ＝１０ｃｍ，△犃犅犉 的面积为２４ｃｍ
２，求 △犃犅犉 的周长；

（３）在线段犃犆上是否存在一点犘，使得２犃犈２＝犃犆·犃犘？若存在，请说明点犘的位置，并

予以证明；若不存在，请说明理由．
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第六章 相似形

第３３课时 关于比例的基本性质

一、课前热身

１．在比例尺为１∶２６００００００的中国地图上，量得北京到上海的距离是４ｃｍ，则北京到上海

的实际距离应该是　　　　　　ｋｍ．

２．若犪犱＝犫犮（犪，犫，犮，犱都不等于０），则下列比例式中错误的是 （　　）

Ａ．
犪
犮
＝
犫
犱

Ｂ．
犮
犱
＝
犪
犫

Ｃ．
犪
犮
＝
犱
犫

Ｄ．
犫
犪
＝
犱
犮

３．如果２狓－５狔＝０，那么
狓

狔
＝ 　　　　．

４．已知线段犃犅＝１０ｃｍ，点犆是线段犃犅的黄金分割点，则较短线段犅犆＝ ｃｍ．

５．一个四边形的边长分别是３，４，５，６，另一个与它相似的四边形最小边长为６，则另一个

四边形的周长是 ．

二、知识要点

１．比例线段及其性质

（１）成比例线段：对于四条线段犪，犫，犮，犱，若满足 ，则称犪，犫，犮，犱为成比例线段．

（２）比例的性质

基本性质：犪
犫
＝
犮
犱
犪犱＝犫犮．

等比性质：若犪
犫
＝
犮
犱
＝ … ＝

犿
狀
，且犫＋犱＋…＋狀≠０，则

犪＋犮＋…＋犿
犫＋犱＋…＋狀

＝
犪
犫
．

（３）黄金分割：如图，点犆把线段犃犅分成两条线段犃犆和犅犆（犃犆＞犅犆），如果
犃犆
犃犅

＝
犅犆
犃犆
，

则称线段犃犅 被点犆 黄金分割，点犆叫做犃犅 的黄金分割点．犃犆 与犃犅 的比叫做黄金比，

犃犆
犃犅

＝
槡５－１
２

≈０．６１８．

２．相似多边形

（１）对应角 ，对应边的比 的两个多边形叫做相似多边形．

（２）性质：

① 对应角相等，对应边成比例；

② 周长之比等于相似比，面积之比等于相似比的平方．
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三、典例精析

【例１】 已知
犪－犫
犫

＝
４

７
，那么犪

犫
＝ 　　　　．

【例２】如图，直线犾１∥犾２∥犾３，直线犃犆分别交犾１，犾２，犾３于点犃，

犅，犆；直线犇犉分别交犾１，犾２，犾３于点犇，犈，犉．犃犆与犇犉相交于点犎，且

犃犎 ＝２，犎犅 ＝１，犅犆＝５，则
犇犈
犈犉

的值为 （　　）

Ａ．
１

２
Ｂ．２

Ｃ．
２

５
Ｄ．
３

５

【例３】如图，六边形犃犅犆犇犈犉∽六边形犌犎犐犑犓犔，相似比为２∶１，则下列结论正确的是

（　　）

Ａ．∠犈＝２∠犓

Ｂ．犅犆＝２犎犐

Ｃ．六边形犃犅犆犇犈犉 的周长 ＝ 六边形犌犎犐犑犓犔 的周长

Ｄ．犛六边形犃犅犆犇犈犉 ＝２犛六边形犌犎犐犑犓犔

四、中考链接

１．（２０１５·淮安）如图，犾１∥犾２∥犾３，直线犪，犫与犾１，犾２，犾３分别相交于点犃，犅，犆和点犇，犈，

犉．若
犃犅
犅犆

＝
２

３
，犇犈 ＝４，则犈犉 的长是 （　　）

Ａ．
８

３
Ｂ．
２０

３
Ｃ．６ Ｄ．１０

（第１题图）

　　
（第３题图）

　　
（第４题图）

２．（２０１５·东莞）若两个相似三角形的周长比为２∶３，则它们的面积比是 ．

３．（２０１５·南京）如图，在 △犃犅犆中，犇犈∥犅犆，
犃犇
犇犅

＝
１

２
，则下列结论中正确的是 （　　）

Ａ．
犃犈
犃犆

＝
１

２
Ｂ．
犇犈
犅犆

＝
１

２

Ｃ．
△犃犇犈 的周长

△犃犅犆的周长
＝
１

３
Ｄ．
△犃犇犈 的面积

△犃犅犆的面积
＝
１

３
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４．（２０１６·南宁）有３个正方形如图所示放置，阴影部分的面积依次记为犛１，犛２，则犛１∶犛２

等于 （　　）

Ａ．１∶槡２ Ｂ．１∶２ Ｃ．２∶３ Ｄ．４∶９

五、拓展训练

１．下列图形一定相似的是 （　　）

Ａ．两个矩形 Ｂ．两个等腰梯形

Ｃ．两个正方形 Ｄ．对应边成比例的两个四边形

２．小张用手机拍摄得到甲图，经放大后得到乙图，甲图中的线段犃犅 在乙图中的对应线段

是 （　　）

Ａ．犉犌 Ｂ．犉犎 Ｃ．犈犎 Ｄ．犈犉

３．若
狓
２
＝
狔
３
＝
狕
４
≠０，则

２狓＋３狔
狕

＝ ．

４．已知犪，犫，犮是 △犃犅犆的三边长，且满足
犪＋４
３

＝
犫＋３
２

＝
犮＋８
４
，犪＋犫＋犮＝１２，试判断

△犃犅犆的形状．

　　５．如图，在矩形犃犅犆犇 中，犃犅 ＝２，犅犆＝３，点犈、犉、犌、犎 分别

在矩形犃犅犆犇的各边上，犈犉∥犃犆∥犎犌，犈犎 ∥犅犇∥犉犌，则四边

形犈犉犌犎 的周长是 （　　）

槡 槡Ａ．１０ Ｂ．１３

槡 槡Ｃ．２ １０ Ｄ．２ １３
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第３４课时 相似三角形的性质与判定

一、课前热身

１．已知图①，图②中各有两个三角形，其边长和角的度数已在图上标注，图②中犃犅，犆犇

交于犗点，对于各图中的两个三角形而言，下列说法正确的是 （　　）

Ａ．都相似 Ｂ．都不相似 Ｃ．只有 ① 相似 Ｄ．只有 ② 相似

２．如图，小明用长为３ｍ的竹竿犆犇 作测量工具，测量学校旗杆犃犅 的高度，移动竹竿，使

竹竿与旗杆的距离犇犅 ＝１２ｍ，则旗杆犃犅 的高为　　　　ｍ．

（第２题图）
　　

（第３题图）
　　

（第４题图）

３．如图，在 犃犅犆犇 中，点犈在犇犆上，若犈犆∶犃犅＝２∶３，犈犉＝４，则犅犉＝ 　　　　．

４．如图，在 △犃犅犆中，犈犉 ∥犅犆，
犃犈
犈犅

＝
１

２
，犛四边形犅犆犉犈 ＝８，则犛△犃犅犆 ＝ （　　）

Ａ．９ Ｂ．１０ Ｃ．１２ Ｄ．１３

二、知识要点

１．相似三角形的定义：对应角 ，对应边 的两个三角形叫做相似三角形，

的比叫做相似比．

２．相似三角形的判定：

（１）平行于三角形一边的直线和其他两边（或两边的延长线）相交，所构成的三角形与原

三角形 ；

（２）两边对应 且夹角 的两个三角形相似；

（３）两角对应相等的两个三角形相似；

（４）三边对应成比例的两个三角形相似．

３．相似三角形的性质：

（１）对应角相等，对应边 ；

（２）对应高的比、对应角平分线的比、对应中线的比都等于 ；

（３）周长之比等于 ，面积之比等于 ．
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三、典例精析

【例１】 如图，在正方形犃犅犆犇 中，犈是犆犇 的中点，点犉在犅犆上，且犉犆＝
１

４
犅犆．图中相

似三角形共有 （　　）

Ａ．１对 Ｂ．２对 Ｃ．３对 Ｄ．４对

（例１题图）
　　　　　　

（例２题图）

【例２】如图，已知△犃犅犆，犃犅＝犃犆＝１，∠犃＝３６°，∠犃犅犆的平分线犅犇交犃犆于点犇，则犃犇
的长是　　　　，ｃｏｓ犃的值是 ．（结果保留根号）

【例３】如图，正方形犃犅犆犇的边长为１，犃犅边上有一动点犘，连接犘犇，线段犘犇绕点犘顺时针

旋转９０°后，得到线段犘犈，且犘犈交犅犆于犉，连接犇犉，过点犈作犈犙⊥犃犅的延长线于点犙．
（１）求线段犘犙 的长；

（２）问点犘在何处时，△犘犉犇 ∽ △犅犉犘，并说明理由．

四、中考链接

１．（２０１８·铜仁）已知△犃犅犆∽△犇犈犉，相似比为２，且△犃犅犆的面积为１６，则△犇犈犉的

面积为 （　　）

Ａ．３２ Ｂ．８ Ｃ．４ Ｄ．１６

２．（２０１８·临安区）如图，小正方形的边长均为１，则下列图中的三角形（阴影部分）与

△犃犅犆相似的是 （　　）

　
　　

Ａ
　　

Ｂ
　　

Ｃ
　　

Ｄ

３．（２０１７·株洲）如图，若 △犃犅犆 内一点犘 满足 ∠犘犃犆 ＝

∠犘犅犃 ＝∠犘犆犅，则点犘为△犃犅犆的布洛卡点．三角形的布洛卡点

（Ｂｒｏｃａｒｄｐｏｉｎｔ）由法国数学家和数学教育家克洛尔（Ａ．Ｌ．Ｃｒｅｌｌｅ，

１７８０－１８５５）于１８１６年首次发现，但他的发现并未被当时的人们所

注意．１８７５ 年，布洛卡点被一个数学爱好者法国军官布洛卡

（Ｂｒｏｃａｒｄ，１８４５－１９２２）重新发现，并用他的名字命名．问题：已知在

等腰直角三角形犇犈犉中，∠犈犇犉＝９０°，若犙为△犇犈犉的布洛卡点，

犇犙 ＝１，则犈犙＋犉犙 的值为 （　　）

Ａ．５ Ｂ．４ Ｃ．３＋槡２ Ｄ．２＋槡２
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　　４．（２０１８·杭州）如图，在△犃犅犆中，犃犅＝犃犆，犃犇为犅犆边上的中线，犇犈⊥犃犅于点犈．
（１）求证：△犅犇犈 ∽ △犆犃犇．
（２）若犃犅 ＝１３，犅犆＝１０，求线段犇犈 的长．

５．（２０１９·株洲）如图所示，已知正方形犗犈犉犌的顶点犗为正方形犃犅犆犇对角线的交点，连

接犆犈、犇犌．
（１）求证：△犇犗犌 ≌ △犆犗犈；

（２）若犇犌∥犅犇，正方形犃犅犆犇的边长为２，线段犃犇与线段

犗犌 相交于点犕，犃犕 ＝
１

２
，求正方形犗犈犉犌 的边长．

五、拓展训练

１．已知△犃犅犆∽△犇犈犉，△犃犅犆的周长为３，△犇犈犉的周长为１，则△犃犅犆与△犇犈犉的

面积之比为　　　　　　．

２．如图，平行于犅犆 的直线犇犈 把 △犃犅犆 分成面积相等的两部分，则

犅犇
犃犇

的值为 （　　）

Ａ．１ Ｂ．槡２
２

槡Ｃ．２－ 槡１ Ｄ．２＋１

３．（２０１７·株洲）如图示，正方形犃犅犆犇 的顶点犃 在等腰直角三角形犇犈犉的斜边犈犉上，

犈犉 与犅犆相交于点犌，连接犆犉．
（１）求证：△犇犃犈 ≌ △犇犆犉；

（２）求证：△犃犅犌 ∽ △犆犉犌．
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第七章 解直角三角形

第３５课时 锐角三角函数

一、课前热身

１．２ｓｉｎ６０°－ｃｏｓ３０°·ｔａｎ４５°的结果为 （　　）

槡Ａ．３ Ｂ．槡３
２

Ｃ．－
槡３
２

Ｄ．０

２．如图，在网格中，小正方形的边长均为１，点犃，犅，犗 都在格点上，则

∠犃犗犅 的正弦值是 （　　）

Ａ． 槡３ １０

１０
Ｂ．
１

２

Ｃ．
１

３
Ｄ．槡１０
１０

３．已知在 △犃犅犆中，ｃｏｓ犅＝槡
３

２
，则 ∠犅＝ 　　　　．

４．已知ｓｉｎ３５°＝０．５７３６，则ｃｏｓ５５°＝ 　　　　．

二、知识要点

１．锐角三角函数定义：在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝９０°，∠犃、∠犅、∠犆的对边分别为犪、犫、犮，则

∠犃的正弦可表示为：ｓｉｎ犃＝　　　　　，∠犃的余弦可表示为：ｃｏｓ犃＝　　　　　，∠犃的

正切可表示为：ｔａｎ犃＝ 　　　　．

２．特殊角的三角函数值

α ３０° ４５° ６０°

ｓｉｎα

ｃｏｓα

ｔａｎα

３．互余两角的正弦值与余弦值的关系

ｓｉｎα＝ｃｏｓ（９０°－α）　　ｃｏｓα＝ｓｉｎ（９０°－α）

三、典例精析

【例１】 （１）在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝９０°，∠犅＝６０°，犅犆＝４，求犃犅，犃犆．

（２）在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝９０°，ｃｏｓ犅＝
１

３
，犅犆＝４，求犃犅，犃犆．

【例２】 计算 　２ｃｏｓ３０°－ｔａｎ４５°－ （１－ｔａｎ６０°）槡
２．
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【例３】 如图，犃犇 是 △犃犅犆的中线，ｔａｎ犅＝
１

３
，ｃｏｓ犆＝槡

２

２
，犃犆＝槡２．

求：（１）犅犆的长；

（２）ｓｉｎ∠犃犇犆的值．

四、中考链接

１．（２０１４·攀枝花）在△犃犅犆中，如果∠犃、∠犅满足狘ｔａｎ犃－１狘＋（ｃｏｓ犅－
１

２
）２＝０，那

么 ∠犆＝ 　　　　．

２．（２０１８·孝感）如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝９０°，犃犅＝１０，犃犆＝８，则ｓｉｎ犃等于 （　　）

Ａ．
３

５
Ｂ．
４

５
Ｃ．
３

４
Ｄ．
４

３

（第２题图）
　　　

（第３题图）
　　　

（第４题图）

３．（２０１６·荆州）如图，在４×４的正方形方格图形中，小正方形的顶点称为格点，△犃犅犆的

顶点都在格点上，则图中 ∠犃犅犆的余弦值是 （　　）

Ａ．２ Ｂ．槡２ ５
５

Ｃ．
１

２
Ｄ．槡５
５

４．（２０１９·杭州）如图，一块矩形木板犃犅犆犇 斜靠在墙边（犗犆⊥犗犅，点犃，犅，犆，犇，犗在同

一平面内），已知犃犅 ＝犪，犃犇 ＝犫，∠犅犆犗 ＝狓，则点犃到犗犆的距离等于 （　　）

Ａ．犪ｓｉｎ狓＋犫ｓｉｎ狓 Ｂ．犪ｃｏｓ狓＋犫ｃｏｓ狓

Ｃ．犪ｓｉｎ狓＋犫ｃｏｓ狓 Ｄ．犪ｃｏｓ狓＋犫ｓｉｎ狓

五、拓展训练

１．如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，犆犇 是斜边犃犅上的中线，已知犆犇 ＝５，犃犆＝６，则ｔａｎ犅的值是

（　　）

Ａ．
４

５
Ｂ．
３

５
Ｃ．
３

４
Ｄ．
４

３

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第４题图）
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２．如图，在三角形纸片犃犅犆中，∠犆＝９０°，犃犆＝６，折叠该纸片，使点犆落在犃犅边上的犇

点处，折痕犅犈 与犃犆交于点犈，若犃犇 ＝犅犇，则折痕犅犈 的长为　　　　．

３．在 △犃犅犆中，若 ∠犃、∠犅满足狘ｃｏｓ犃－
１

２
狘＋（ｓｉｎ犅－槡

２

２
）２ ＝０，则 ∠犆＝ 　　　　．

４．如图，在 △犃犅犆中，∠犅犃犆＝９０°，犃犅＝犃犆，点犇为边犃犆的中点，犇犈⊥犅犆于点犈，

连接犅犇，则ｔａｎ∠犇犅犆的值为 （　　）

Ａ．
１

３
槡Ｂ．２－１ Ｃ．２－槡３ Ｄ．

１

４

５．一副直角三角板如图放置，点犆在犉犇 的延长线上，犃犅 ∥犆犉，∠犉＝ ∠犃犆犅 ＝９０°，

∠犈＝３０°，∠犃＝４５°，犃犆＝ 槡１２２，试求犆犇的长．

第３６课时 解直角三角形

一、课前热身

１．在直角三角形犃犅犆中，∠犆＝９０°，∠犃＝３０°，犪＝２．则犃犆＝ ．

２．已知在Ｒｔ△犃犆犅 中，∠犆＝９０°，犃犅 ＝１３，犃犆＝１２，则ｃｏｓ犅的值为　　　　．

３．在平面直角坐标系中，已知点犃（２，１）和点犅（３，０），则ｓｉｎ∠犃犗犅 的值等于 （　　）

Ａ．槡５
５

Ｂ．槡５
２

Ｃ．槡３
２

Ｄ．
１

２

二、知识要点

１．如图，解直角三角形的常用关系式：

（１）三边关系： ．

（２）角关系：∠犃＋∠犅＝ ．

（３）边角关系：ｓｉｎ犃＝ ，ｃｏｓ犃＝ ，ｔａｎ犃＝ ．

２．定义：在直角三角形中，利用已知的两个元素（至少有一个是　　　），

求　　　　　　　　，这叫作解直角三角形．

三、典例精析

【例１】 在直角三角形犃犅犆中，∠犆＝９０°，根据下列条件，解直角三角形．

（１）∠犅＝６０°，犪＝５； （２）犪＝槡２，犮＝ 槡２ ２．

　　【例２】如图，在△犃犅犆中，∠犅＝３０°，∠犆＝４５°，犅犆＝８，求犃犅，

犃犆的值．
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【例３】 如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犅犃犆＝９０°，点犇在犅犆边上，且 △犃犅犇 是等边三角形．

若犃犅 ＝２，求 △犃犅犆的周长．（结果保留根号）

四、中考链接

１．（２０１５·绥化）将一副三角尺按如图方式进行摆放，∠１、∠２不一定互补的是 （　　）

２．（２０１８·眉山）如图，在边长为１的小正方形网格中，点犃、犅、犆、犇都在这些小正方形的

顶点上，犃犅、犆犇 相交于点犗，则ｔａｎ∠犃犗犇 ＝ ．

（第２题图）
　　　

（第３题图）

３．（２０１８·北京）如图所示的网格是正方形网格，∠犅犃犆　　　　∠犇犃犈．（填“＞”“＝”

或“＜”）

４．（２０１６·株洲）若点犘是 △犃犅犆内一点，且它到三角形三个顶点的距离之和最小，则犘
点叫 △犃犅犆的费马点（Ｆｅｒｍａｔｐｏｉｎｔ）．已经证明：在三个内角均小于１２０°的 △犃犅犆 中，当

∠犃犘犅＝∠犃犘犆＝∠犅犘犆＝１２０°时，犘就是△犃犅犆的费马点．若点犘是腰长为槡２的等腰直

角三角形犇犈犉 的费马点，则犘犇＋犘犈＋犘犉 ＝ 　　　　　　　．

五、拓展训练

１．如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝９０°，犃犅 ＝２犅犆，则ｓｉｎ犅的值为 （　　）

Ａ．
１

２
Ｂ．槡２
２

Ｃ．槡３
２

Ｄ．１

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第３题图）

２．如图，在Ｒｔ△犃犅犗 中，斜边犃犅 ＝１．若犗犆∥犅犃，∠犃犗犆＝３６°，则 （　　）

Ａ．点犅到犃犗 的距离为ｓｉｎ５４° Ｂ．点犅到犃犗 的距离为ｔａｎ３６°

Ｃ．点犃到犗犆的距离为ｓｉｎ３６°ｓｉｎ５４° Ｄ．点犃到犗犆的距离为ｃｏｓ３６°ｓｉｎ５４°
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３．如图，在Ｒｔ△犃犅犆 中，∠犆＝９０°，∠犃 ＝３０°，犈为犃犅 上一点且犃犈∶犈犅 ＝４∶１，

犈犉 ⊥犃犆于犉，连接犉犅，则ｔａｎ∠犆犉犅 的值等于 （　　）

Ａ．槡３
３

Ｂ．槡２ ３
３

Ｃ．槡５ ３
３

槡Ｄ．５ ３

４．（２０１６·菏泽）如图，△犃犅犆与 △犃′犅′犆′都是等腰三角

形，且犃犅＝犃犆＝５，犃′犅′＝犃′犆′＝３，若∠犅＋∠犅′＝９０°，

则 △犃犅犆与 △犃′犅′犆′的面积之比为 （　　）

Ａ．２５∶９ Ｂ．５∶３

槡Ｃ．５∶槡 槡３ Ｄ．５ ５∶ 槡３ ３

第３７课时 解直角三角形的应用

一、课前热身

１．如图，小明在操场上从犃点出发，先沿南偏东３０°方向走到犅点，再沿南偏东６０°方向走

到犆点．这时，∠犃犅犆的度数是 （　　）

Ａ．１２０° Ｂ．１３５° Ｃ．１５０° Ｄ．１６０°

（第１题图）
　　　　

（第２题图）

２．如图，某水库堤坝横断面迎水坡犃犅的坡比是１∶槡３，堤坝高犅犆＝５０ｍ，则迎水坡面犃犅
的长度是 （　　）

槡 槡Ａ．１００ｍ Ｂ．１００ ３ｍ Ｃ．１５０ｍ Ｄ．５０ ３ｍ

３．数学实践探究课中，老师布置同学们测量学校旗杆的高度．小民所在的学习小组在距离

旗杆底部１０米的地方，用测角仪测得旗杆顶端的仰角为６０°，则旗杆的高度是　　　　 米．

二、知识要点

１．仰角、俯角

如图 ①，在测量时，视线与水平线所成

的角中，视线在水平线上方的叫做仰角，在

水平线下方的叫做俯角．

２．坡度（坡比）、坡角

如图 ②，坡面的高度犺和 的比

叫做坡度（或坡比），即犻＝ｔａｎα＝
犺
犾
．坡面

与水平面的夹角α叫做坡角．

３．方向角

如图 ③，指南或指北方向线与目标方向线所成的小于９０°的水平角叫做方向角，犃点位于

犗点的北偏东３０°方向，犅点位于犗 点的南偏东６０°方向．
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三、典例精析

【例１】如图，为测量某物体犃犅的高度，在犇点测得犃点的仰角为３０°，朝物体犃犅方向前

进２０米，到达点犆，再次测得点犃的仰角为６０°，则物体犃犅 的高度为 （　　）

槡Ａ．１０ ３米

Ｂ．１０米

槡Ｃ．２０ ３米

Ｄ． 槡２０ ３
３

米

【例２】 黄岩岛是我国南海上的一个岛屿，其平面图如图甲所示，小明据此构造出该岛的

一个数学模型如图乙所示，其中∠犅＝∠犇＝９０°，犃犅＝犅犆＝１５千米，犆犇＝ 槡３２千米，请据

此解答如下问题：

（１）求该岛的周长和面积；（结果保留整数，

参考数据槡２≈１．４１４，槡３≈１．７３，槡６≈２．４５）

（２）求 ∠犃犆犇 的余弦值．

四、中考链接

１．（２０１８·自贡）如图，在△犃犅犆中，犅犆＝１２，ｔａｎ犃＝
３

４
，∠犅＝３０°，求犃犆和犃犅的长．

２．（２０１７·株洲）如图，一架水平飞行的无人机犃犅的尾端点犃测得正前方的桥的左端点犘

的俯角为α，其中ｔａｎα＝ 槡２ ３，无人机的飞行高度犃犎 为 槡５００ ３米，桥的长度为１２５５米．

（１）求点犎 到桥左端点犘 的距离；

（２）若无人机前端点犅测得正前方的桥的右端点犙 的俯

角为３０°，求这架无人机的长度．

３．（２０１８·株洲）下图为某区域部分交通线路图，其中直线犾１ ∥犾２ ∥犾３，直线犾与犾１、犾２、犾３
都垂直，垂足分别是点犃、点犅和点犆（高速线右侧边缘），犾２上的点犕位于点犃的北偏东３０°的

方向上，且犅犕 ＝槡３千米，犾３ 上的点 犖 位于点犕 的北偏东α的方向上，且ｃｏｓα＝ 槡
１３

１３
，

犕犖 ＝ 槡２ １３千米，点犃和点犖 是城际铁路线犔 上两个相邻的站点．
（１）求犾２ 和犾３ 之间的距离；
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（２）若城际火车的平均时速为１５０千米／小时，求市

民小强乘坐城际火车从站点犃到站点犖 需要多少小时？

（结果用分数形式表示）

４．（２０１９·株洲）小强的爸爸准备驾车外出，启动汽车时，车载报警系统显示正前方有障碍

物，此时在眼睛点犃处测得汽车前端犉点的俯角为α，且ｔａｎα＝
１

３
，若直线犃犉与地面犾１相交于

点犅，点犃到地面犾１ 的垂线段犃犆的长度为１．６米，假设眼睛犃处的水平线犾２ 与地面犾１ 平行．
（１）求犅犆的长度；

（２）假如障碍物上的点犕正好位于线段犅犆的中点位置

（障碍物的横截面为长方形，且线段犕犖 为此长方形前端的

边），犕犖 ⊥犾１，若小强的爸爸将汽车沿直线犾１ 后退０．６米，

通过汽车的前端犉１点恰好看见障碍物的顶部犖点（点犇为

点犃的对应点，点犉１ 为点犉的对应点），求障碍物的高度．

五、拓展训练

１．在“测量旗杆的高度”的数学课题学习中，某学习小组测得太阳光线与水平面的夹角为２７°，

此时旗杆在水平地面上的影子的长度为２４米，则旗杆的高度约为（注：ｔａｎ２７°≈０．５１） （　　）

Ａ．２４米 Ｂ．２０米 Ｃ．１６米 Ｄ．１２米

（第１题图）
　　　　　　　

（第２题图）

２．（２０１７·大连）如图，一艘海轮位于灯塔犘的北偏东６０°方向，距离灯塔８６ｎｍｉｌｅ的犃处，

它沿正南方向航行一段时间后，到达位于灯塔犘的南偏东４５°方向上的犅处．此时，犅处与灯塔

犘的距离约为　　　　ｎｍｉｌｅ．（结果取整数，参考数据：槡３≈１．７，槡２≈１．４）

３．图（１）是“东方之星”救援

打捞现场图，小红据此构造出一

个如图（２）所示的数学模型，已

知：犃，犅，犇 三点在同一水平线

上，犆犇⊥犃犇，∠犃＝３０°，∠犆犅犇

＝７５°，犃犅 ＝６０ｍ．
（１）求点犅到犃犆的距离；

（２）求线段犆犇 的长度．
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专题测试（六）

（时量：９０分钟　　分值：１００分）

第 Ⅰ 卷（选择题 　 共３０分）

一、选择题（每小题有且只有一个正确答案，本题共１０小题，每小题３分，共３０分）

１．两个相似三角形的相似比是２∶３，其中较小的三角形的面积是１２，则另一个三角形的

面积是 （　　）

Ａ．８ Ｂ．１６ Ｃ．２４ Ｄ．２７

２．在△犃犅犆与△犃′犅′犆′中，有下列条件：①
犃犅
犃′犅′

＝
犅犆
犅′犆′

；②
犅犆
犅′犆′

＝
犃犆
犃′犆′

；③∠犃＝∠犃′；

④∠犆＝ ∠犆′．如果从中任取两个条件组成一组，那么能判断 △犃犅犆∽ △犃′犅′犆′的共有

（　　）

Ａ．１组 Ｂ．２组 Ｃ．３组 Ｄ．４组

３．在 犃犅犆犇 中，点犈为犃犇 的中点，连接犅犈，交犃犆于点犉，则犃犉∶犆犉 ＝ （　　）

Ａ．１∶２ Ｂ．１∶３ Ｃ．２∶３ Ｄ．２∶５

（第３题图）

　　　

（第４题图）

　　　

（第５题图）

４．如图，已知在△犃犅犆中，犘是犃犅边上一点，连接犆犘，下列条件不能判定△犃犆犘∽△犃犅犆

的是 （　　）

Ａ．∠犃犆犘 ＝ ∠犅 Ｂ．∠犃犘犆＝ ∠犃犆犅

Ｃ．犃犆２ ＝犃犘·犃犅 Ｄ．
犃犆
犆犘

＝
犃犅
犅犆

５．如图，锐角 △犃犅犆的高犆犇 和犅犈相交于点犗，那么图中与 △犗犇犅相似的三角形一共

有 （　　）

Ａ．４个 Ｂ．３个 Ｃ．２个 Ｄ．１个

６．如图，在Ｒｔ△犃犅犗 中，斜边犃犅 ＝１．若犗犆∥犅犃，∠犃犗犆＝３６°，则 （　　）

Ａ．点犅到犃犗 的距离为ｓｉｎ５４° Ｂ．点犅到犃犗 的距离为ｔａｎ３６°

Ｃ．点犃到犗犆的距离为ｓｉｎ３６°ｓｉｎ５４° Ｄ．点犃到犗犆的距离为ｃｏｓ３６°ｓｉｎ５４°

（第６题图）

　　

（第７题图）

　　

（第８题图）
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７．如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝９０°，ｔａｎ犃＝槡３，犅犆＝ 槡２ ３，则犃犆等于 （　　）

Ａ．３　 槡Ｂ．４ Ｃ．４ ３ Ｄ．２

８．为了测量被池塘隔开的犃，犅 两点之间的距离，根据实际情况，作出题图图形，其中

犃犅 ⊥犅犈，犈犉 ⊥ 犅犈，犃犉 交犅犈 于犇，犆 在犅犇 上．有同学分别测量出以下四组数据：

①犅犆，∠犃犆犅；②犆犇，∠犃犆犅，∠犃犇犅；③犈犉，犇犈，犅犇；④犇犈，犇犆，犅犆．能根据所测数据，求出

犃，犅间距离的有 （　　）

Ａ．１组 Ｂ．２组 Ｃ．３组 Ｄ．４组

第 Ⅱ 卷（非选择题 　 共７０分）

二、填空题（本题共６小题，每小题３分，共１８分）

９．振华同学有一张８０ｃｍ×６０ｃｍ（长×宽）的北京市地图，他想绘制一幅较小的地图．若

新地图长为４０ｃｍ，那么新地图宽应为 ｃｍ．

１０．如果２狓＝５狔，那么
狓

狔
＝ ．

１１．如图，已知 Ｒｔ△犃犅犆 中，∠犅犃犆 ＝９０°，犃犇 ⊥犅犆，若 犃犅 ＝３ｃｍ，犅犆 ＝５ｃｍ，

则犅犇 ＝ ｃｍ．

（第１１题图）

　　　

（第１２题图）

　　　

（第１３题图）

１２．如图所示，河堤横断面迎水坡犃犅的坡比是１∶槡３，堤高犅犆＝５ｍ，则坡面犃犅的长度

是 ．

１３．如图，在８×４的矩形网格中，每格小正方形的边长都是１，若 △犃犅犆的三个顶点在图

中相应的格点上，则ｔａｎ∠犃犆犅 的值为 ．

１４．计算：
１

２
ｓｉｎ６０°·槡２

２
ｓｉｎ４５°＝ ．

１５．在一次夏令营活动中，孔明同学从营地犃出发，要到犃地的北偏东６０°方向的犆处，他

先沿正东方向走了２００ｍ到达犅地，再沿北偏东３０°方向走，恰能到达目的地犆（如图），那么，

由此可知，犅，犆两地相距　　　　ｍ．

（第１５题图）
　　　　　

（第１６题图）

１６．如图，将４５°的∠犃犗犅按图摆放在一把刻度尺上，顶点犗与尺下沿的端点重合，犗犃与

尺边沿重合，犗犅与尺上沿的交点犅在尺上的读数为２ｃｍ，若按相同的方式将３７°的∠犃犆犗放

置在该尺上，则犗犆与尺上沿的交点犆在尺上的读数约为 ｃｍ．（结果精确到０．１ｃｍ，参

考数据：ｓｉｎ３７°≈０．６０，ｃｏｓ３７°≈０．８０，ｔａｎ３７°≈０．７５）
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三、解答题（本大题共７小题，共５２分）

１７．（本题满分６分）计算：（
１

３
）－１－２０１２

０
＋ － 槡４ ３ －ｔａｎ６０°．

１８．（本题满分６分）如图，犕 为线段犃犅 的中点，犃犈 与犅犇 交于点犆，∠犇犕犈 ＝ ∠犃＝

∠犅＝α，且犇犕 交犃犆于犉，犕犈 交犅犆于犌．

（１）写出图中三对相似三角形，并证明其中的一对；

（２）连接犉犌，如果α＝４５°，犃犅 ＝ 槡４ ２，犃犉 ＝３，求犉犆和犉犌 的长．

１９．（本题满分６分）如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃犆犅 ＝９０°，犇是边犃犅 的中点，犅犈 ⊥犆犇，

垂足为点犈．已知犃犆＝１５，ｃｏｓ犃＝
３

５
．

（１）求线段犆犇 的长；

（２）求ｓｉｎ∠犇犅犈 的值．

２０．（本题满分８分）如图，在平行四边形犃犅犆犇 中，过点犃作犃犈 ⊥犅犆，垂足为犈，连接

犇犈，犉为线段犇犈 上一点，且 ∠犃犉犈 ＝ ∠犅．

（１）求证：△犃犇犉 ∽ △犇犈犆；

（２）若犃犅 ＝４，犃犇 ＝ 槡３ ３，犃犈 ＝３，求犃犉 的长．
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２１．（本题满分８分）如图，一天，我国一渔政船航行到犃处时，发现正东方向的我领海区域

犅处有一可疑渔船，正在以１２海里"

时的速度向西北方向航行，我渔政船立即沿北偏东６０°方

向航行，１．５小时后，在我领海区域的犆处截获可疑渔船．问我渔政船的航行路程是多少海里

（结果保留根号）？

２２．（本题满分８分）小强在教学楼的点犘处观察对面的办公大楼．为了测量点犘到对面办

公大楼上部犃犇 的距离，小强测得办公大楼顶部点犃的仰角为４５°，测得办公大楼底部点犅的

俯角为６０°，已知办公大楼高４６米，犆犇 ＝１０米．求点犘到犃犇 的距离（用含根号的式子表示）．

２３．（本题满分１０分）如图，已知斜坡犃犅 长６０米，坡角（即 ∠犅犃犆）为３０°，犅犆⊥犃犆，现

计划在斜坡中点犇处挖去部分坡体（用阴影表示）修建一个平行于水平线犆犃的平台犇犈和一

条新的斜坡犅犈．（请将下面２小题的结果都精确到０．１米，参考数据槡３≈１．７３２）

（１）若修建的斜坡犅犈的坡角（即∠犅犃犆）不大于４５°，则平台犇犈的长最多为 米．

（２）一座建筑物犌犎 距离坡脚犃点２７米远（即犃犌＝２７米），小明在犇点测得建筑物顶部

犎 的仰角（即 ∠犎犇犕）为３０°．点犅，犆，犃，犌，犎 在同一个平面上，点犆，犃，犌在同一条直线上，

且犎犌 ⊥犆犌，问建筑物犌犎 高为多少米？
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第八章 圆

第３８课时 圆的基本概念与性质

一、课前热身

１．如图，犃犅 为 ⊙犗的直径，犆犇 为 ⊙犗的一条弦，犆犇 ⊥犃犅，垂足为犈，已知犆犇 ＝６，

犃犈 ＝１，则 ⊙犗的半径为 ．

２．一条排水管的截面如图所示．已知排水管的截面圆半径犗犅＝１０，截面圆圆心犗到水面

的距离犗犘 是６，则水面宽犃犅 的长是 ．

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第３题图）
　　

（第４题图）

３．如图，⊙犗的弦犃犅＝６，犕是犃犅上任意一点，且犗犕 最小值为４，则⊙犗的半径为 　．

４．如图，在５×５正方形网格中，一条圆弧经过犃、犅、犆三点，那么这条圆弧所在圆的圆心

是 （　　）

Ａ．点犘 Ｂ．点犙 Ｃ．点犚 Ｄ．点犕

二、知识要点

１．圆的有关概念

（１）圆：在一个平面内，线段犗犃 绕它固定的一个端点犗 所形成的图形．

（２）弧：圆上任意两点间的 叫做圆弧，简称弧．

（３）弦：连接圆上任意两点的 叫做弦，经过 的弦叫做直径．

２．圆的有关性质

（１）对称性：既是轴对称图形，又是中心对称图形．

（２）垂径定理：垂直于弦的直径 弦，并且 所对的两条弧．

推论：平分弦（不是直径）的直径垂直于弦，并且平分弦所对的两条弧．

三、典例精析

【例１】如图，犃犇为⊙犗的直径，作⊙犗的内接正三角形犃犅犆，甲、乙两

人的作法分别是：

甲：１．作犗犇 的中垂线，交 ⊙犗于犅，犆两点．

２．连接犃犅，犃犆，△犃犅犆即为所求的三角形．

乙：１．以犇为圆心，犗犇 长为半径作圆弧，交 ⊙犗于犅，犆两点．

２．连接犃犅，犅犆，犆犃．△犃犅犆即为所求的三角形．
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对于甲、乙两人的作法，可判断 （　　）

Ａ．甲、乙均正确 Ｂ．甲、乙均错误 Ｃ．甲正确，乙错误 Ｄ．甲错误，乙正确

【例２】 如图，⊙犗是 △犃犅犆的外接圆，∠犅＝６０°，犗犘 ⊥犃犆于点

犘，犗犘 ＝ 槡２ ３，则 ⊙犗的半径为 （　　）

槡Ａ．４ ３

槡Ｂ．６ ３

Ｃ．８

Ｄ．１２

【例３】 如图，⊙犗的半径长为１０ｃｍ，弦犃犅 ＝１６ｃｍ．

（１）求圆心犗到犃犅 的距离．

（２）如果弦犃犅的两个端点在圆周上滑动（犃犅弦长不变），那么

弦犃犅 的中点形成什么样的图形？

四、中考链接

１．（２０１８·临安区）如图，⊙犗的半径犗犃＝６，以犃为圆心，犗犃为半径的弧交 ⊙犗于犅、犆

点，则犅犆＝ （　　）

槡 槡 槡 槡Ａ．６ ３ Ｂ．６ ２ Ｃ．３ ３ Ｄ．３ ２

（第１题图）
　　　

（第２题图）
　　　

（第３题图）

２．（２０１７·达州）以半径为２的圆的内接正三角形、正方形、正六边形的边心距为三边作三

角形，则该三角形的面积是 （　　）

Ａ．槡２
２

Ｂ．槡３
２

槡 槡Ｃ．２ Ｄ．３

３．（２０１８·烟台）如图，方格纸上每个小正方形的边长均为１个单位长度，点犗，犃，犅，犆在

格点（两条网格线的交点叫格点）上，以点犗为原点建立直角坐标系，则过犃，犅，犆三点的圆的

圆心坐标为 ．

４．（２０１８·绍兴）如图，公园内有一个半径为２０米的圆形草坪，犃，犅

是圆上的点，犗为圆心，∠犃犗犅＝１２０°，从犃到犅只有路︵犃犅，一部分市民

为走“捷径”，踩坏了花草，走出了一条小路犃犅．通过计算可知，这些市

民其实仅仅少走了　　　　步（假设１步为０．５米，结果保留整数）．（参

考数据：槡３≈１．７３２，π取３．１４２）
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五、拓展训练

１．如图，犃犅 是 ⊙犗的直径，弦犆犇 ⊥犃犅，垂足为犕，下列结论不成立的是 （　　）

Ａ．犆犕 ＝犇犕 Ｂ．︵犆犅 ＝︵犇犅 Ｃ．∠犃犆犇 ＝ ∠犃犇犆 Ｄ．犗犕 ＝犕犇

（第１题图）
　　

（第３题图）
　　

（第４题图）

２．犃犅 是 ⊙犗的直径，弦犆犇 ⊥犃犅 于点犈，若犃犅 ＝８，犆犇 ＝６，则犅犈 ＝ ．

３．工程上常用钢珠来测量零件上小圆孔的宽口，假设钢珠的直径是１０ｍｍ，测得钢珠顶端

离零件表面的距离为８ｍｍ，如图所示，则这个小圆孔的宽口犃犅 的长度为　　　　ｍｍ．

４．如图，犃犅 为 ⊙犗的直径，弦犆犇 ⊥犃犅 于犈，已知犆犇 ＝１２，犅犈 ＝２，则 ⊙犗的直径为

（　　）

Ａ．８ Ｂ．１０ Ｃ．１６ Ｄ．２０

５．如图，犃犅、犆犇是半径为５的⊙犗的两条弦，犃犅＝８，犆犇＝６，犕犖 是直径，犃犅⊥犕犖 于

点犈，犆犇 ⊥犕犖 于点犉，犘为犈犉 上的任意一点，求犘犃＋犘犆的最小值．

第３９课时 圆周角的概念与性质

一、课前热身

１．如图，犃，犅，犆是 ⊙犗上的三个点，∠犃犅犆＝２５°，则 ∠犃犗犆的度数是　　　　．

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第３题图）
　　

（第４题图）
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２．如图，犃犅 是 ⊙犗的直径，点犆在 ⊙犗上，若 ∠犃＝４０°，则 ∠犅的度数为 （　　）

Ａ．８０° Ｂ．６０° Ｃ．５０° Ｄ．４０°

３．如图，已知犅犇是⊙犗的直径，点犃，犆在⊙犗上，︵犃犅＝︵犅犆，∠犅犇犆＝３８°，则∠犃犗犅的

度数是 ．

４．如图，犃犅 和犇犈 是 ⊙犗的直径，弦犃犆∥犇犈，若弦犅犈 ＝３，则弦犆犈 ＝ ．

二、知识要点

１．圆心角、圆周角的概念

（１）圆心角：顶点在 的角叫做圆心角．

（２）圆周角：顶点在 ，且两边都和圆 的角叫做圆周角．

２．圆周角定理

一条弧所对的圆周角等于它所对的圆心角的 ；在同圆（或等圆）中，同弧或等弧

所对的圆周角都等于它所对的圆心角的　　　　，反之，相等的圆周角所对的弧 ；直

径（或半圆）所对的圆周角是 ，反之，９０°的圆周角所对的弦是 ．

３．圆心角、圆周角、弧、弦之间的关系：

在同圆（或等圆）中，如果两个圆心角、两条弧、两条弦、两条弦心距中有一组量相等，那么

它们所对应的其余各组量也分别 ．

４．圆内接四边形的对角 ．

三、典例精析

【例１】 如图，已知 ⊙犗是 △犃犅犇 的外接圆，犃犅 是 ⊙犗的直径，犆犇 是

⊙犗的弦，∠犃犅犇 ＝５８°，则 ∠犅犆犇 等于　　　　．

【例２】 如图，犃犅是⊙犗的直径，弦犆犇 ⊥犃犅于点犖，点犕在 ⊙犗上，

∠１＝ ∠犆．

（１）求证：犆犅 ∥犕犇；

（２）若犅犆＝４，ｓｉｎ犕 ＝
２

３
，求 ⊙犗的直径．

【例３】 如图，已知犃、犅、犆、犇是⊙犗上的四个点，犃犅＝犅犆，犅犇 交犃犆于点犈，连接犆犇、

犃犇．

（１）求证：犇犅 平分 ∠犃犇犆；

（２）若犅犈 ＝３，犈犇 ＝６，求犃犅 的长．
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四、中考链接

１．（２０１８·贵港）如图，点犃，犅，犆均在 ⊙犗上，若 ∠犃＝６６°，则 ∠犗犆犅 的度数是（　　）

Ａ．２４° Ｂ．２８° Ｃ．３３° Ｄ．４８°

（第１题图）
　

（第２题图）
　

（第３题（１）图）
　

（第３题（２）图）

２．（２０１９·盐城）如图，点 犃、犅、犆、犇、犈 在 ⊙犗 上，且弧 犃犅 为５０°，则 ∠犈＋ ∠犆

＝ ．

３．（１）（２０１７·株洲）如图，已知犃犕 为⊙犗的直径，直线犅犆经过点犕，且犃犅＝犃犆，∠犅犃犕

＝ ∠犆犃犕，线段犃犅和犃犆分别交 ⊙犗于点犇、犈，∠犅犕犇 ＝４０°，则 ∠犈犗犕 ＝ 　　　　．

（２）（２０１９·株洲）如图所示，犃犅为⊙犗的直径，点犆在 ⊙犗上，且犗犆⊥犃犅，过点犆的弦

犆犇 与线段犗犅 相交于点犈，满足 ∠犃犈犆＝６５°，连接犃犇，则 ∠犅犃犇 ＝ ．

４．（２０１７·广安）如图，犃犅是⊙犗的直径，且经过弦犆犇的中点犎，

已知ｃｏｓ∠犆犇犅 ＝
４

５
，犅犇 ＝５，则犗犎 的长度为 （　　）

Ａ．
２

３
Ｂ．
５

６

Ｃ．１ Ｄ．
７

６

五、拓展训练

１．已知：如图，犗犃，犗犅 是⊙犗的两条半径，且犗犃⊥犗犅，点犆在⊙犗上，则∠犃犆犅的度数

为 （　　）

Ａ．４５° Ｂ．３５° Ｃ．２５° Ｄ．２０°

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第３题图）

２．如图，犃犅 是半圆犗 的直径，∠犅犃犆 ＝３０°，犇 是弧犃犆 的中点，则 ∠犇犃犆 的度数

是 ．

３．如图，四边形犃犅犆犇 是圆内接四边形，犈是犅犆 延长线上一点，若 ∠犅犃犇 ＝１０５°，则

∠犇犆犈 的大小是 （　　）

Ａ．１１５° Ｂ．１０５° Ｃ．１００° Ｄ．９５°
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４．如图，⊙犗是 △犃犅犆的外接圆，犃犅是 ⊙犗的直径，犇为 ⊙犗上一点，犗犇 ⊥犃犆，垂足为

犈，连接犅犇．

（１）求证：犅犇 平分 ∠犃犅犆；

（２）当 ∠犗犇犅 ＝３０°时，求证：犅犆＝犗犇．

５．如图，在△犃犅犆中，犃犅＝犃犆，以犃犅为直径的圆交犃犆于点犇，交犅犆于点犈，延长犃犈

至点犉，使犈犉 ＝犃犈，连接犉犅，犉犆．

（１）求证：四边形犃犅犉犆是菱形；

（２）若犃犇 ＝７，犅犈 ＝２，求半圆和菱形犃犅犉犆的面积．

第４０课时 直线与圆的位置关系

一、课前热身

１．在平面直角坐标系狓犗狔中，以点（－３，４）为圆心，４为半径的圆 （　　）

Ａ．与狓轴相交，与狔轴相切 Ｂ．与狓轴相离，与狔轴相交

Ｃ．与狓轴相切，与狔轴相交 Ｄ．与狓轴相切，与狔轴相离

２．在直角坐标系中，⊙犃，⊙犅的位置如图所示，下列四个点中，在 ⊙犃外部且在 ⊙犅内部

的是 （　　）

Ａ．（１，２） Ｂ．（２，１） Ｃ．（２，－１） Ｄ．（３，１）

（第２题图）
　　

（第３题图）
　　

（第４题图）

３．如图，犃犆为 ⊙犗的直径，犅犆与 ⊙犗相切于点犆，∠犅＝６８°，则 ∠犃＝ 度．

４．如图，已知 △犃犅犆 内接于 ⊙犗，犅犆 是 ⊙犗 的直径，犕犖 与 ⊙犗 相切，切点为犃，若

∠犕犃犅 ＝３０°，则 ∠犆＝ 　　　　 度．
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二、知识要点

１．点与圆的位置关系

（１）设 ⊙犗的半径为狉，点犘到圆心的距离犗犘＝犱，则：点犘在圆外  ；点犘在

圆上  ；点犘在圆内  ．

（２）确定圆的条件：不在同一直线上的三个点确定 圆．

（３）三角形的外心：三角形外接圆的 ，三角形三边的 的交点．

２．直线与圆的位置关系

设圆心到直线的距离为犱，半径为狉，则有：

直线和圆的位置关系 相离 相切 相交

公共点个数

犱与狉的关系

３．切线的性质和判定

（１）性质：圆的切线 过切点的半径．

（２）判定：经过半径的外端并且 这条半径的直线是圆的切线．

４．切线长与三角形的内心

（１）切线长定理：从圆外一点可以引圆的两条切线，它们的切线长 ，这一点和圆

心的连线 两切线的 ．

（２）三角形的内心：三角形 的圆心，是三角形三条 的交点．

三、典例精析

【例１】 在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，犃犆＝３，犅犆＝４，犆犘，犆犕 分别是犃犅上的高和中

线，如果 ⊙犃是以点犃 为圆心，半径长为２的圆，那么下列判断正确的是 （　　）

Ａ．点犘，犕 均在 ⊙犃内

Ｂ．点犘，犕 均在 ⊙犃外

Ｃ．点犘在 ⊙犃内，点犕 在 ⊙犃外

Ｄ．点犘在 ⊙犃外，点犕 在 ⊙犃内

【例２】 如图，在△犃犅犆中，犅犃＝犅犆，以犃犅为直径作半圆⊙犗，

交犃犆于点犇，连接犇犅，过点犇作犇犈⊥犅犆，垂足为点犈．求证：
（１）犇犈 为 ⊙犗的切线；

（２）犇犅２ ＝犃犅·犅犈．

【例３】 如图，犃犅是半圆犗的直径，点犆是 ⊙犗上一点（不与犃，犅重

合），连接犃犆、犅犆，过点犗作犗犇∥犃犆交犅犆于点犇，在犗犇的延长线上取一点犈，连接犈犅，使

∠犈＝ ∠犃犅犆．

（１）求证：犅犈 是 ⊙犗的切线；

（２）若犗犃 ＝１０，犅犆＝１６，求犅犈 的长．
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四、中考链接

１．（２０１８·泰安）如图，⊙犕的半径为２，圆心犕的坐标为（３，４），

点犘是⊙犕上的任意一点，犘犃⊥犘犅，且犘犃、犘犅与狓轴分别交于犃、

犅两点，若点犃、点犅关于原点犗 对称，则犃犅 的最小值为 （　　）

Ａ．３ Ｂ．４

Ｃ．６ Ｄ．８

２．（２０１８·湘西州）已知⊙犗的半径为５ｃｍ，圆心犗到直线犾的距离为５ｃｍ，则直线犾与⊙犗
的位置关系为 （　　）

Ａ．相交 Ｂ．相切 Ｃ．相离 Ｄ．无法确定

３．（２０１９·无锡）如图，犘犃是⊙犗的切线，切点为犃，犘犗的延长线交

⊙犗于点犅，若 ∠犘＝４０°，则 ∠犅的度数为 （　　）

Ａ．２０° Ｂ．２５°

Ｃ．４０° Ｄ．５０°

４．（２０１７·南充）如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，以犃犆为直径

作 ⊙犗交犃犅于点犇，犈为犅犆的中点，连接犇犈并延长交犃犆的延长线于

点犉．

（１）求证：犇犈 是 ⊙犗的切线；

（２）若犆犉 ＝２，犇犉 ＝４，求 ⊙犗直径的长．

五、拓展训练

１．如图，体育课上，小丽的铅球成绩为６．４ｍ，她投出的铅球落在 （　　）

Ａ．区域 ① Ｂ．区域 ② Ｃ．区域 ③ Ｄ．区域 ④

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第３题图）

２．如图，犃犅是⊙犗的弦，犅犆与⊙犗相切于点犅，连接犗犃，犗犅．若∠犃＝２０°，则∠犃犅犆等

于 （　　）

Ａ．１５° Ｂ．２０° Ｃ．３０° Ｄ．７０°

３．如图，半圆犗与等腰直角三角形犃犆犅两腰犆犃，犆犅分别切于犇，犈两点，直径犉犌在犃犅

上，若犅犌 ＝槡２－１，则 △犃犅犆的周长为 （　　）

Ａ．４＋ 槡２ ２ Ｂ．６ Ｃ．２＋ 槡２ ２ Ｄ．４

４．如图，以△犃犅犆的一边犃犅为直径作⊙犗，⊙犗与犅犆边的交点恰好

为犅犆边的中点犇，过点犇作 ⊙犗的切线交犃犆于点犈．
（１）求证：犇犈 ⊥犃犆；

（２）若犃犅 ＝３犇犈，求ｔａｎ∠犃犆犅 的值．
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第４１课时 圆中的有关计算

一、课前热身

１．在半径为
４

π
的圆中，４５°的圆心角所对的弧长等于 ．

２．已知正六边形犃犅犆犇犈犉内接于半径为３ｃｍ的圆，则犃犅＝ 　．

３．（２０１７·广东）如图，四边形犃犅犆犇内接于⊙犗，犇犃＝犇犆，∠犆犅犈

＝５０°，则 ∠犇犃犆的大小为 （　　）

Ａ．１３０° Ｂ．１００°

Ｃ．６５° Ｄ．５０°

二、知识要点

１．如果弧长为犾，圆心角的度数为狀°，圆的半径为狉，那么弧长的计算公式为犾＝ ．

２．若扇形的圆心角为狀°，所在圆半径为狉，弧长为犾，面积为犛，则犛 ＝ 或

犛＝ ．

３．圆锥的侧面积公式：犛＝π狉犾．（其中狉为　　　　 的半径，犾为　　　　 的长）．

４．正多边形和圆

（１）正多边形：各边 ，各角 的多边形叫做正多边形．
（２）多边形的外接圆：经过多边形 的圆叫做多边形的外接圆，这个多边形叫做圆

的内接多边形．
（３）正多边形的 的圆心叫做正多边形的中心， 的半径叫做正多边形的半径．
（４）正多边形的中心到正多边形的一边的 叫做正多边形的边心距．
（５）正多边形每一边所对的 叫做正多边形的中心角，正狀边形的每个中心角都等

于 ．

三、典例精析

【例１】 如图，在 △犃犅犆中，∠犅＝９０°，∠犃＝３０°，犃犆＝４ｃｍ，

将 △犃犅犆绕顶点犆顺时针方向旋转至 △犃′犅′犆的位置，且犃，犆，犅′
三点在同一条直线上，则点犃所经过的路线的长为 （　　）

槡Ａ．４ ３ｃｍ Ｂ．８ｃｍ Ｃ．
１６

３
πｃｍ Ｄ．

８

３
πｃｍ

【例２】如图，已知⊙犗的直径犃犅＝１２，弦犃犆＝１０，犇是︵犅犆的中

点，过点犇作犇犈 ⊥犃犆，交犃犆的延长线于点犈．
（１）求证：犇犈 是 ⊙犗的切线；

（２）求犃犈 的长．

四、中考链接

１．（２０１８·黄石）如下页图，犃犅 是 ⊙犗的直径，点犇为 ⊙犗上一点，且 ∠犃犅犇 ＝３０°，犅犗

＝４，则︵犅犇 的长为 （　　）

Ａ．
２

３
π Ｂ．

４

３
π Ｃ．２π Ｄ．

８

３
π
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２．（２０１８·台湾）如图，△犃犅犆中，犇为犅犆的中点，以犇为圆心，犅犇长为半径画一弧交犃犆
于犈点，若 ∠犃＝６０°，∠犅＝１００°，犅犆＝４，则扇形犅犇犈 的面积为何？ （　　）

Ａ．
１

３
π Ｂ．

２

３
π Ｃ．

４

９
π Ｄ．

５

９
π

（第１题图）
　　　

（第２题图）
　　　

（第３题图）

３．（２０１７·达州）如图，矩形犃犅犆犇 中，犈是犅犆上一点，连接犃犈，将矩形沿犃犈翻折，使点

犅落在犆犇 边犉处，连接犃犉，在犃犉上取点犗，以犗为圆心，犗犉长为半径作 ⊙犗与犃犇 相切于

点犘．若犃犅＝６，犅犆＝ 槡３３，则下列结论：①犉是犆犇的中点；②⊙犗的半径是２；③犃犈＝
９

２
犆犈；

④犛阴影 ＝
槡３
２
．其中正确结论的序号是　　　　　．

４．（２０１８·陵城区）一块等边三角形的木板，边长为１，现将木板沿水平线翻滚（如图），那么

犅点从开始至结束所走过的路径长度为 （　　）

Ａ．
３π
２

Ｂ．
４π
３

Ｃ．４ Ｄ．２＋
３π
２

５．（２０１７·广东）如图，犃犅是⊙犗的直径，犃犅＝ 槡４３，点犈为线段犗犅上一点（不与犗，犅重
合），作犆犈 ⊥犗犅，交 ⊙犗于点犆，垂足为点犈，作直径犆犇，过点犆的切线交犇犅的延长线于点

犘，犃犉 ⊥犘犆于点犉，连接犆犅．
（１）求证：犆犅 是 ∠犈犆犘 的平分线；

（２）求证：犆犉 ＝犆犈；

（３）当
犆犉
犆犘

＝
３

４
时，求劣弧︵犅犆的长度（结果保留π）．

五、拓展训练

１．已知圆锥的底面半径长为５，侧面展开后得到一个半圆，则该圆锥的母线长为

（　　）

Ａ．２．５ Ｂ．５

Ｃ．１０ Ｄ．１５

２．用等分圆周的方法，在半径为１的图中画出如图所示图形，则图中阴影

部分面积为　　　　　．
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　　３．如图，犃犅 是 ⊙犗 的弦，犅犆 切 ⊙犗 于点犅，犃犇 ⊥犅犆 垂足为犇，犗犃 是 ⊙犗 的半径，

且犗犃 ＝３．

（１）求证：犃犅 平分 ∠犗犃犇；

（２）若点犈是优弧︵犃犈犅上一点，且∠犃犈犅＝６０°，求扇形犗犃犅的面积（计算结果保留π）．

第４２课时 与圆有关的证明

一、课前热身

１．如图，直径犆犇 ⊥犃犅 于犈，有以下结论：①犃犈 ＝犅犈，② ︵犃犆 ＝ ︵犅犆，③︵犃犇 ＝︵犅犇，

④犗犈 ＝犈犇．其中正确的结论有 （填序号）．

（第１题图）
　　　

（第２题图）
　　　

（第３题图）

２．如图，犃犅 为 ⊙犗的直径，则 ∠犆的度数为 ．

３．如图，点犃，犅，犆都在 ⊙犗上，若 ∠犆＝３４°，则 ∠犃犗犅 的度数为 ．

４．如图，犃犅是圆犗的直径，犃犆是圆犗的切线，犃为切点，连接犅犆交圆犗于点犇，连接犃犇，

若 ∠犃犅犆＝４５°，则下列结论正确的是 （　　）

Ａ．犃犇 ＝
１

２
犅犆 Ｂ．犃犇 ＝

１

２
犃犆 Ｃ．犃犆＞犃犅 Ｄ．犃犇 ＞犇犆

（第４题图）
　　　　　　

（第５题图）

５．如图，犃犅是 ⊙犗的直径，⊙犗交犅犆的中点于犇，犇犈⊥犃犆于犈，连接犃犇，则下列结论：

①犃犇 ⊥犅犆，②∠犈犇犃＝ ∠犅，③犗犃＝
１

２
犃犆，④犇犈是 ⊙犗的切线．其中正确的个数是 （　　）

Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．３ Ｄ．４
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二、知识要点

圆中的重要定理：

（１）垂径定理：主要是用来证明弧相等、线段相等、垂直关系等等．
（２）弧、弦、圆心角之间的关系定理：主要是用来证明弧相等、线段相等、圆心角相等．
（３）圆周角性质定理及其推论：主要是用来证明直角、角相等、弧相等．
（４）切线的性质定理：主要是用来证明垂直关系．
（５）切线的判定定理：主要是用来证明直线是圆的切线．
此外，全等三角形的性质与判定、相似三角形的性质与判定、等腰三角形的性质（“三线合

一”）与判定等在圆中的证明和计算中经常用到．

三、典例精析

【例１】如图，犃犇为△犃犅犆外接圆的直径，犃犇⊥犅犆，垂足为点犉，∠犃犅犆的平分线交犃犇
于点犈，连接犅犇，犆犇．

（１）求证：犅犇 ＝犆犇；

（２）请判断犅、犈、犆三点是否在以犇 为圆心，以犇犅 为半径的圆

上，并说明理由．

　　【例２】 如图，犃犅是⊙犗的直径，犅犆切⊙犗于点犅，连接犗犆交⊙犗于

点犕，弦犃犇 ∥犗犆．

（１）求证：点犕 是︵犅犇 的中点；

（２）求证：犆犇 是 ⊙犗的切线．

【例３】 如图，△犃犅犆内接于 ⊙犗，过点犃的直线交 ⊙犗于点犘，交犅犆的延长线于点犇，

犃犅２ ＝犃犘·犃犇．
（１）求证：犃犅 ＝犃犆；

（２）如果∠犃犅犆＝６０°，⊙犗的半径为１，且犘为弧犃犆的中点，求

犃犇 的长．
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四、中考链接

１．（２０１９·贺州）如图，犅犇是⊙犗的直径，弦犅犆与犗犃相交于

点犈，犃犉 与 ⊙犗相切于点犃，交犇犅 的延长线于点犉，∠犉＝３０°，

∠犅犃犆＝１２０°，犅犆＝８．
（１）求 ∠犃犇犅 的度数；

（２）求犃犆的长度．

２．（２０１６·株洲）已知犃犅是半径为１的圆犗的直径，犆是圆上

一点，犇是犅犆延长线上一点，过犇点的直线交犃犆于犈点，交犃犅
于犉点，且 △犃犈犉 为等边三角形．

（１）求证：△犇犉犅 是等腰三角形；

（２）若犇犃 ＝槡７犃犉，求证：犆犉 ⊥犃犅．

３．（２０１７·株洲）如图，犃犅为⊙犗的一条弦，点犆为劣弧犃犅的中点，犈为优弧犃犅上一点，

点犉在犃犈 的延长线上，且犅犈 ＝犈犉，线段犆犈 交弦犃犅 于点犇．
（１）求证：犆犈 ∥犅犉；

（２）若犅犇 ＝２，且犈犃∶犈犅∶犈犆＝３∶１∶槡５，求△犅犆犇 的面
积（注：根据圆的对称性可知犗犆⊥犃犅）．

４．（２１０８·株洲）如图，犃犅为 ⊙犗的直径，犃犅＝８，点犆和点犇 是 ⊙犗上关于直线犃犅对

称的两个点，连接犗犆、犃犆，且∠犅犗犆＜９０°，直线犅犆与直线犃犇相交于点犈，过点犆作直线犆犌
与线段犃犅 的延长线相交于点犉，与直线犃犇 相交于点犌，且 ∠犌犃犉 ＝ ∠犌犆犈．

（１）求证：直线犆犌 为 ⊙犗的切线；

（２）若点犎为线段犗犅上一点，连接犆犎，满足犆犅＝犆犎．

① 求证：△犆犅犎 ∽ △犗犅犆；

② 求犗犎 ＋犎犆的最大值．
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　　５．（２１０９·株洲）四边形犃犅犆犇是⊙犗的圆内接四边形，线段犃犅是⊙犗的直径，连接犃犆、

犅犇，点犎是线段犅犇上的一点，连接犃犎、犆犎，且∠犃犆犎 ＝∠犆犅犇，犃犇＝犆犎，犅犃的延长线

与犆犇 的延长线相交于点犘．

（１）求证：四边形犃犇犆犎 是平行四边形；

（２）若犃犆＝犅犆，犘犅 ＝槡５犘犇，犃犅＋犆犇 ＝２（槡５＋１）．

① 求证：△犇犎犆为等腰直角三角形；

② 求犆犎 的长度．

五、拓展训练

１．已知：如图，在△犃犅犆中，犅犆＝犃犆，以犅犆为直径的⊙犗与边

犃犅 相交于点犇，犇犈 ⊥犃犆，垂足为点犈．
（１）求证：点犇是犃犅 的中点；

（２）判断犇犈 与 ⊙犗的位置关系，并证明你的结论．

２．如图，犃犅 是 ⊙犗的直径，∠犃＝３０°，延长犗犅 到犇 使犅犇 ＝犗犅．
（１）△犗犆犅 是否是等边三角形？说明理由．
（２）求证：犇犆是 ⊙犗的切线．

３．如图，已知 ⊙犗上犃、犅、犆三点，∠犅犃犆＝３０°，犇是犗犅 延长线上的点，∠犇＝３０°．
（１）求证：犇犆是 ⊙犗的切线；

（２）如果犃犆∥犅犇，证明四边形犃犆犇犅 是平行四边形．

４．如图，在矩形犃犅犆犇 中，点犗在对角线犃犆上，以犗犃的长为半径

的圆犗 与犃犇、犃犆分别交于点犈、犉，且 ∠犃犆犅 ＝ ∠犇犆犈．
（１）判断直线犆犈 与 ⊙犗的位置关系，并证明你的结论；

（２）若ｔａｎ∠犃犆犅 ＝槡
２

２
，犅犆＝２，求 ⊙犗的半径．
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专题测试（七）

（时量：９０分钟　　分值：１００分）

一、选择题（每小题有且只有一个正确答案，本题共８小题，每小题３分，共２４分）

１．已知犃犅 是 ⊙犗的弦，半径犗犃 ＝２，∠犃犗犅 ＝１２０°，则弦犃犅 的长是 （　　）

槡 槡 槡 槡Ａ．２ ２ Ｂ．２ ３ Ｃ．５ Ｄ．３ ５

２．⊙犗的半径为１０ｃｍ，弦犃犅 ＝１２ｃｍ，则圆心到犃犅 的距离为 （　　）

Ａ．２ｃｍ Ｂ．６ｃｍ Ｃ．８ｃｍ Ｄ．１０ｃｍ

３．已知 ⊙犗的半径为２，直线犾上有一点犘 满足犘犗 ＝２，则直线犾与 ⊙犗的位置关系是

（　　）

Ａ．相切 Ｂ．相离 Ｃ．相离或相切 Ｄ．相切或相交

４．如图，犃犅 是 ⊙犗的直径，若 ∠犅犃犆＝３５°，犃犅 ⊥犆犇，则 ∠犃犇犆等于 （　　）

Ａ．３５° Ｂ．５５° Ｃ．７０° Ｄ．１１０°

５．如果一个扇形的半径是１，弧长是π
３
，那么此扇形的圆心角的大小为 （　　）

Ａ．３０°　　　　　Ｂ．４５°　　　　　Ｃ．６０°　　　　　Ｄ．９０°

６．如图，犃犅是⊙犗的弦，犅犆与⊙犗相切于点犅，连接犗犃，犗犅．若∠犃犅犆＝７０°，则∠犃等

于 （　　）

Ａ．１５° Ｂ．２０° Ｃ．３０° Ｄ．７０°

（第４题图）

　　　　

（第６题图）

　　　　

（第７题图）

７．如图，△犃犅犆内接于 ⊙犗，犗犇 ⊥犅犆于犇，∠犃＝５０°，则 ∠犗犆犇 的度数是 （　　）

Ａ．４０°　　 Ｂ．４５°　　 Ｃ．５０°　 Ｄ．６０°

８．△犃犅犆为 ⊙犗的内接三角形，若 ∠犃犗犆＝１６０°，则 ∠犃犅犆的度数是 （　　）

Ａ．８０°　 Ｂ．１６０°　 Ｃ．１００°　 Ｄ．８０°或１００°

二、填空题（本题共８小题，每题３分，共２４分）

９．如图，点犃，犅，犆在圆犗 上，∠犃＝６０°，则 ∠犅犗犆＝ ．

（第９题图）

　　　　

（第１０题图）

　　　　

（第１１题图）

１０．如图，点犆在以犃犅 为直径的 ⊙犗上，犃犅 ＝１０，∠犃＝３０°，则犅犆的长为 ．
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１１．如图，犃犅 是 ⊙犗的直径，犃犆是弦，若 ∠犃犆犗＝３２°，则 ∠犆犗犅 的度数等于 ．

１２．如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，犃犆＝３，犅犆＝４，以点犃为圆心，犃犆长为半径画

弧，交犃犅 于点犇，则犅犇 ＝ ．

１３．母线长为３，底面圆的直径为２的圆锥的侧面积为 ．

１４．如图，在半径为５的 ⊙犗中，弦犃犅 ＝６，点犆是优弧︵犃犅 上一点（不与犃，犅重合），则

ｃｏｓ犆的值为 ．

（第１２题图） （第１４题图） （第１５题图） （第１６题图）

１５．如图，在⊙犗中，直径犃犅⊥弦犆犇于点犕，犃犕 ＝１８，犅犕 ＝８，则犆犇的长为 ．

１６．如图，将边长为槡２ｃｍ的正方形犃犅犆犇沿直线犾向右翻动（不滑动），当正方形连续翻动

６次后，正方形的中心犗经过的路线长是　　　　ｃｍ．（结果保留π）

三、解答题（本大题共８小题，共５２分，要求有合理的推理和解答过程）

１７．（本题满分４分）如图，在 ⊙犗中，∠犃犆犅 ＝ ∠犅犇犆＝６０°．

求证：△犃犅犆为等边三角形．

１８．（本题满分４分）已知一块圆心角为３００°的扇形铁皮，用它做一个圆锥形的烟囱帽（接

缝忽略不计），圆锥的底面圆的直径是８０ｃｍ，求这块扇形铁皮的半径．

１９．（本题满分６分）如图，⊙犗的半径为６ｃｍ，直线犃犅 是 ⊙犗的切线，切点为点犅，弦

犅犆∥犃犗，若 ∠犃＝３０°，求劣弧︵犅犆的长．
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　　２０．（本题满分６分）如图，已知犃犅 是 ⊙犗 的直径，点犆，犇 在 ⊙犗 上，点犈 在 ⊙犗

外，∠犈犃犆＝ ∠犇＝６０°．

（１）求 ∠犃犅犆的度数；

（２）求证：犃犈 是 ⊙犗的切线；

（３）当犅犆＝４时，求劣弧︵犃犆的长．

２１．（本题满分６分）如图，犃犅 是 ⊙犗的直径，犆是半圆犗 上的一点，犃犆 平分 ∠犇犃犅，

犃犇 ⊥犆犇，垂足为犇，犃犇 交 ⊙犗于犈，连接犆犈．

（１）判断犆犇 与 ⊙犗的位置关系，并证明你的结论；

（２）若犈是︵犃犆的中点，⊙犗的半径为１，求图中阴影部分的面积．

２２．（本题满分８分）如图，等腰三角形犃犅犆中，犃犆＝犅犆＝１０，犃犅＝１２，以犅犆为直径作

⊙犗交犃犅 于点犇，交犃犆于点犌，犇犉 ⊥犃犆，垂足为犉，交犆犅 的延长线于点犈．

（１）求证：直线犈犉 是 ⊙犗的切线；

（２）求ｃｏｓ∠犈的值．
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　　２３．（本题满分８分）如图，已知直线犾与 ⊙犗相离，犗犃 ⊥犾于点犃，犗犃 ＝５，犗犃 与 ⊙犗相

交于点犘，犃犅 与 ⊙犗相切于点犅，犅犘 的延长线交直线犾于点犆．

（１）试判断线段犃犅 与犃犆的数量关系，并说明理由；

（２）若犘犆＝ 槡２ ５，求 ⊙犗的半径和线段犘犅 的长；

（３）若在 ⊙犗上存在点犙，使△犙犃犆是以犃犆为底边的等腰三角形，求 ⊙犗的半径狉的取

值范围．

　　　　　　　　　　　　（备用图）

２４．（本题满分１０分）如图，已知∠犃犅犆＝９０°，犃犅＝犅犆．直线犾与以犅犆为直径的圆犗相

切于点犆．点犉是圆犗上异于犅，犆的动点，直线犅犉与犾相交于点犈，过点犉作犃犉的垂线犉犇

交直线犅犆于点犇．

（１）如果犅犈 ＝１５，犆犈 ＝９，求犈犉 的长；

（２）证明：①△犆犇犉 ∽ △犅犃犉；②犆犇 ＝犆犈；

（３）探求动点犉在什么位置时，相应的点犇位于线段犅犆的延长线上，且使犅犆＝槡３犆犇，

请说明你的理由．
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第九章 几何变换

第４３课时 几何变换（一）

一、课前热身

１．请将六棱柱的三视图名称填在相应的横线上．

２．从不同方向看一只茶壶，你认为是俯视效果图的是 （　　）

３．一个正方体的平面展开图如图所示，将它折成正方体后，与汉字“明”相对的面上的汉

字是 （　　）

Ａ．株 Ｂ．洲 Ｃ．出 Ｄ．行

（第３题图）
　　　

（第４题图）

４．如图，放映幻灯时，通过光源，把幻灯片上的图形放大到屏幕上，若光源到幻灯片的距离

为２０ｃｍ，到屏幕的距离为６０ｃｍ，且幻灯片中的图形的高度为６ｃｍ，则屏幕上图形的高度

为　　　　ｃｍ．

二、知识要点

１．投影

（１）阳光下的影子为平行投影，在同一时刻两物体的影子应在同一方向上，并且物高与影

长成正比．

（２）灯光下的影子为中心投影，影子应在物体背对光的一侧．

２．三视图

（１）三视图：从正面看到的图形称为 ；从上面看到的图形称为 ；从左侧

面看到的图形称为 ．

（２）画三视图方法：① 观察方向：正面、左侧面、上面；② 视图特点： 对正，
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平齐， 相等；③ 注意实线与虚线的画法．

（３）常见几何体的三种视图：

几何体 主（正）视图 左视图 俯视图

圆柱 长方形 长方形 圆

圆锥 三角形 三角形 圆和圆心

球 圆 圆 圆

３．位似

两个位似图形上每一对对应点都与位似中心在一条直线上，并且新图形与原图形上对应

点到位似中心的距离之比等于 比．

４．立体图形的平面展开图

名称 几何体图形 平面展开图

正方体

三棱柱

三、典例精析

【例１】有一个几何体恰好无缝隙地以三个不同形状的“姿势”穿过“墙”上的三个空洞，则

该几何体为 （　　）

【例２】 如图，这是一个长方体的主视图和俯视图，由图示数据（单位：ｃｍ）可以得出该长

方体的体积是　　　　ｃｍ
３．

（例２题图）
　　　

（例３题图）

【例３】如图，以点犗为位似中心，将五边形犃犅犆犇犈放大后得到五边形犃′犅′犆′犇′犈′，已知

犗犃 ＝１０ｃｍ，犗犃′＝２０ｃｍ，则五边形犃犅犆犇犈 的周长与五边形犃′犅′犆′犇′犈′的周长的比值是

　　　　．若五边形犃犅犆犇犈 的面积是６ｃｍ
２，则五边形犃′犅′犆′犇′犈′的面积是　　　　．
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四、中考链接

１．（２０１８·泰州）下列几何体中，主视图与俯视图不相同的是 （　　）

Ａ．正方体 Ｂ．四棱锥 Ｃ．圆柱 Ｄ．球

２．（２０１７·绥化）如图，△犃′犅′犆′是△犃犅犆在点犗为位似中心经

过位似变换得到的，若 △犃′犅′犆′的面积与 △犃犅犆的面积比是４∶９，

则犗犅′∶犗犅 为 （　　）

Ａ．２∶３ Ｂ．３∶２

Ｃ．４∶５ Ｄ．４∶９

３．（２０１６·德州）图中三视图对应的正三棱柱是 （　　）

４．（２０１８·青岛）一个由１６个完全相同的小立方块搭成的几何

体，其最下面一层摆放了９个小立方块，它的主视图和左视图如图所

示，那么这个几何体的搭法共有 种．

五、拓展训练

１．下列几何体中，有一个几何体的俯视图的形状与其他三个不一样，这个几何体是（　　）

２．下列四个图形中，是三棱柱的平面展开图的是 （　　）

３．正方形的正投影不可能
獉獉獉

是 （　　）

Ａ．线段 Ｂ．矩形 Ｃ．正方形 Ｄ．梯形
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第４４课时 几何变换（二）

一、课前热身

１．下列既是轴对称图形又是中心对称图形的是 （　　）

２．如图，在平面直角坐标系中，将点犃（－２，３）向右平移３个单位长度后，那么平移后对应

的点犃′的坐标是 （　　）

Ａ．（－２，－３） Ｂ．（－２，６）

Ｃ．（１，３） Ｄ．（－２，１）

３．如图，犇、犈为△犃犅犆两边犃犅、犃犆的中点，将 △犃犅犆沿线段犇犈折叠，使点犃落在犅犆

上的点犉处，若 ∠犅＝５５°，则 ∠犅犇犉 ＝ 　　　　．

（第２题图）

　　　　　

（第３题图）

二、知识要点

１．平移、轴对称和旋转都不改变图形的形状和大小．

２．图形的三种几何变换

（１）平移性质：对应点所连的线段平行（或在同一条直线上）且相等；对应线段平行（或在

同一条直线上）且相等，对应角相等．

（２）旋转的性质：对应点到旋转中心的距离相等，对应点与旋转中心所连线段的夹角等于

旋转角，旋转前、后的图形全等．

（３）轴对称性质：对称轴是对称点连接起来的线段的垂直平分线；对应线段（或延长线）的

交点在对称轴上．

３．轴对称图形及中心对称图形区别

轴对称图形：一个图形沿某直线折叠后直线两旁的部分互相重合．

中心对称图形：一个图形绕着某一点旋转１８０度后能与自身重合．
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三、典例精析

【例１】 如图，如果把 △犃犅犆的顶点犃 先向下平移３格，再向左平移１格到达犃′点，连接

犃′犅，则线段犃′犅 与线段犃犆的关系是 （　　）

Ａ．垂直 Ｂ．相等 Ｃ．平分 Ｄ．平分且垂直

（例１题图）
　　　

（例２题图）
　　　

（例３题图）

【例２】 如图，将Ｒｔ△犃犅犆绕点犃 按顺时针旋转一定角度得到Ｒｔ△犃犇犈，点犅的对应点

犇恰好落在犅犆边上．若犃犆＝槡３，∠犅＝６０°，则犆犇 的长为 （　　）

槡Ａ．０．５ Ｂ．１．５ Ｃ．２ Ｄ．１

【例３】 如图，在边长为４的正方形犃犅犆犇 中，犈是犃犅边上的一点，且犃犈 ＝３，点犙为对

角线犃犆上的动点，则 △犅犈犙 周长的最小值为 ．

四、中考链接

１．（２０１８·资阳）下列图形具有两条对称轴的是 （　　）

Ａ．等边三角形 Ｂ．平行四边形 Ｃ．矩形 Ｄ．正方形

２．（２０１７·株洲）如图，直线狔＝槡３狓＋槡３与狓轴、狔轴分别交于点犃、犅，当直线绕点犃按

顺时针方向旋转到与狓轴首次重合时，点犅运动的路径的长度是　　　　．

（第２题图） （第３题图） （第４题图） （第５题图）

３．（２０１８·株洲）如图，犗为坐标原点，△犗犃犅是等腰直角三角形，∠犗犃犅＝９０°，点犅的坐

标为（０，槡２ ２），将该三角形沿狓轴向右平移得到Ｒｔ△犗′犃′犅′，此时点犅′的坐标为（槡２２，槡２２），

则线段犗犃 在平移过程中扫过部分的图形面积为　　　　　　．

４．（２０１９·株洲）如图所示，在平面直角坐标系犗狓狔中，在直线狓＝１处放置一个反光镜

Ⅰ，在狔轴处放置一个有缺口的挡板Ⅱ，缺口为线段犃犅，其中点犃（０，１），点犅在点犃上方，且

犃犅＝１，在直线狓＝－１处放置一个挡板Ⅲ，从点犗发出的光线经反光镜Ⅰ反射后，通过缺口

犃犅 照射在挡板 Ⅲ 上，则落在挡板 Ⅲ 上光线的长度为　　　　　　．
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５．（２０１９·广州）一副三角板如图放置，将三角板犃犇犈绕点犃逆时针旋转α（０°＜α＜９０°），

使得三角板犃犇犈的一边所在的直线与犅犆垂直，则α的度数为 ．

６．（２０１６·株洲）如图，在三角形犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，∠犅＝５０°，将

此三角形绕点犆沿顺时针方向旋转后得到三角形犃′犅′犆，若犅′恰好

落在线段犃犅上，犃犆、犃′犅′交于犗点，则 ∠犆犗犃′的度数是 （　　）

Ａ．５０° Ｂ．６０°

Ｃ．７０° Ｄ．８０°

五、拓展训练

１．如图，将四边形犃犅犆犇 先向左平移３个单位，再向上平移２个单位，那么点犃的对应点

犃′的坐标是 （　　）

Ａ．（６，１） Ｂ．（０，１） Ｃ．（０，－３） Ｄ．（６，－３）

（第１题图）
　　

（第２题图）
　　

（第３题图）

２．如图，将等边 △犃犅犆绕顶点犃 顺时针方向旋转，使边犃犅 与犃犆重合得 △犃犆犇，犅犆的

中点犈的对应点为犉，则 ∠犈犃犉 的度数是 ．

３．如图，将 △犘犙犚向右平移２个单位长度，再向下平移３个单位长度，则顶点犘平移后的

坐标是 （　　）

Ａ．（－２，－４） Ｂ．（－２，４） Ｃ．（２，－３） Ｄ．（－１，－３）

４．如图，在 Ｒｔ△犃犗犅 中，∠犃犗犅 ＝９０°，犗犃 ＝３，犗犅 ＝２，将

Ｒｔ△犃犗犅绕点犗顺时针旋转９０°后得Ｒｔ△犉犗犈，将线段犈犉绕点犈逆

时针旋转９０°后得线段犈犇，分别以犗，犈为圆心，犗犃、犈犇长为半径画

弧犃犉 和弧犇犉，连接犃犇，则图中阴影部分面积是 （　　）

Ａ．π Ｂ．π－槡３

Ｃ．３＋π Ｄ．８－π

５．如图，在 △犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，犃犆＝犅犆，犇是犃犅边上一点（点犇与犃，犅不重合），连

接犆犇，将线段犆犇 绕点犆按逆时针方向旋转９０°得到线段犆犈，连接犇犈交犅犆于点犉，连接犅犈．

（１）求证：△犃犆犇 ≌ △犅犆犈；

（２）当犃犇 ＝犅犉 时，求 ∠犅犈犉 的度数．
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第十章 概率与统计

第４５课时 数据分析（一）

一、课前热身

１．某地区有８所高中和２２所初中，要了解该地区学生的视力情况，下列抽样方式获得的数

据最能反映该地区中学生视力情况的是 （　　）

Ａ．从该地区随机选取一所中学里的学生

Ｂ．从该地区３０所中学里随机选取８００名学生

Ｃ．从该地区一所高中和一所初中各选取一个年级的学生

Ｄ．从该地区的２２所初中里随机选取４００名学生

２．为了了解我市九年级学生中考数学成绩，从所有考生的试卷中抽取１０００份试卷进行统

计分析，在这个问题中，样本是被抽取的１０００名学生中考数学成绩，总体是　　　　　　　，

个体是　　　　　　　　；样本是　　　　　　　　　　；样本容量是　　　　．

３．某学校计划开设犃、犅、犆、犇四门课程供全体学生选

修，规定每人必须并且只能选修其中一门，为了了解各门课

程的选修人数．现从全体学生中随机抽取了部分学生进行

调查，并把调查结果绘制成如图所示的条形统计图．已知该

校全体学生人数为１２００名，由此可以估计选修犆课程的学

生有　　　　　 人．

二、知识要点

１．在调查中所要考察的对象 称为总体，而组成总体的 称为个体．

叫做总体的一个样本；样本中的 叫做样本容量．

２．收集数据的常用方式： 和 ．

３．数据统计中的重要思想方法是 ，为了获得较准确的调查结果，抽样调查时要注

意样本的 和 ．

４．常用的三种统计图的特点： 统计图，能够显示具体数据，易于比较数据之间的

差别； 统计图，易于显示数据相对总数比例； 统计图，易于显示数据的变化

趋势．

三、典例精析

【例１】 为积极响应南充市创建“全国

卫生城市”的号召，某校１５００名学生参加

了卫生知识竞赛，成绩记为犃、犅、犆、犇 四

等．从中随机抽取了部分学生成绩进行统

计，绘制成如图两幅不完整的统计图表，根

初中学业考试指导丛书·数学 九年级

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　１３９　　

据图表信息，以下说法不正确的是 （　　）

Ａ．样本容量是２００ Ｂ．犇等所在扇形的圆心角为１５°

Ｃ．样本中犆等所占百分比是１０％ Ｄ．估计全校学生成绩为犃等大约有９００人

【例２】 某市对初三年级学生的体育、物理实验操作、化学实验操作成绩进行抽样调查，成

绩评定为犃，犅，犆，犇四个等级．现抽取这三种成绩共１０００份进行统计分析，其中犃，犅，犆，犇分

别表示优秀，良好，合格，不合格四个等级．相关数据统计如下表及图所示．

等 级人

数

科 目

犃 犅 犆 犇

物理实验操作 １２０ ９０ ２０

化学实验操作 ９０ １１０ ３０

体育 １４０ １６０ ２７

　

（１）请将上表补充完整（直接填数据，不写解答过程）．

（２）某市共有４００００名学生参加测试，试估计该市初三年级学生化学实验操作合格及合

格以上大约有多少人；

（３）在这４００００名学生中，体育成绩不合格的大约有多少人？

四、中考链接

１．（２０１７·通辽）空气是混合物，为直观介绍空气各成分的百分比，最适合用的统计图是

（　　）

Ａ．折线图 Ｂ．条形图 Ｃ．直观图 Ｄ．扇形图

２．（２０１７·株洲）株洲市展览馆某天四个时间段的进出馆人数统计如下表，则馆内人数变

化最大的时间段是 （　　）

９：００—９：３０ １０：００—１０：３０ １４：００—１４：３０ １５：００—１５：３０

进馆人数 ５０ ２４ ５５ ３２

出馆人数 ３０ ６５ ２８ ４５

Ａ．９：００—９：３０ Ｂ．１０：００—１０：３０ Ｃ．１４：００—１４：３０ Ｄ．１５：００—１５：３０

３．（２０１７·呼和浩特）如图，是根据某市２０１０年至２０１４年

工业生产总值绘制的折线统计图，观察统计图获得以下信息，

其中信息判断错误的是 （　　）

Ａ．２０１０年至２０１４年间工业生产总值逐年增加

Ｂ．２０１４年的工业生产总值比前一年增加了４０亿元

Ｃ．２０１２年与２０１３年每一年与前一年比，其增长额相同

Ｄ．从２０１１年至２０１４年，每一年与前一年比，２０１４年的

增长率最大

４．（２０１７·遵义）贵州省是我国首个大数据综合试验区，大数据在推动经济发展、改善公共

服务等方面日益显示出巨大的价值，为创建大数据应用示范城市，我市某机构针对市民最关心

的四类生活信息进行了民意调查（被调查者每人限选一项），下面是部分四类生活信息关注度
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统计图表，请根据图中提供的信息解答下列问题：

（１）本次参与调查的人数有　　　　 人；

（２）关注城市医疗信息的有　　　　 人，并补全条形统计图；

（３）扇形统计图中，犇部分的圆心角是　　　　 度；

（４）说一条你从统计图中获取的信息．

５．（２０１７·张家界）为了丰富

同学们的课余生活，某学校计划举

行“亲近大自然”户外活动，现随机

抽取了部分学生进行主题为“你最

想去的景点是？”的问卷调查，要求

学生必须从“犃（洪家关），犅（天门

山），犆（大峡谷），犇（黄龙洞）”四个

景点中选择一项，根据调查结果，绘制了如右上两幅不完整的统计图．

请你根据图中所提供的信息，完成下列问题：

（１）本次调查的学生人数为　　　　；

（２）在扇形统计图中，“天门山”部分所占圆心角的度数为　　　　；

（３）请将两个统计图补充完整；

（４）若该校共有２０００名学生，估计该校最想去大峡谷的学生人数为　　　　．

五、拓展训练

１．右图是甲、乙两户居民家庭全年

各项支出的统计图．根据统计图，下列对

两户教育支出占全年总支出的百分比作

出的判断中，正确的是 （　　）

Ａ．甲户比乙户大

Ｂ．乙户比甲户大

Ｃ．甲、乙两户一样大

Ｄ．无法确定哪一户大
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２．国家规定“中小学生每天在校体育活动时间不低于１小时”．为此，某市就“你每天在

校体育活动时间是多少”的问题随机调查了辖区内３００名初中生．根据调查结果绘制成的统计

图（部分）如图所示，其中分组情况是：

犃组：狋＜０．５ｈ；犅组：０．５ｈ≤狋＜１ｈ

犆组：１ｈ≤狋＜１．５ｈ；犇组：狋≥１．５ｈ

请根据上述信息解答下列问题：

（１）犆组的人数是　　　　；

（２）本次调查数据的中位数落在　　　　 组内；

（３）若该辖区约有２４０００名初中学生，请你估计其中达国家规定

体育活动时间的人约有多少．

３．“校园安全”受到全社会的广泛关注，某校政教处对部分学生及家长就校园安全知识的

了解程度，进行了随机抽样调查，并绘制成如图所示的两幅统计图，请根据统计图中的信息，解

答下列问题：

（１）参与调查的学生及家长共有　　　　 人；

（２）在扇形统计图中，“基本了解”所对应的圆心角的度数是　　　　°；

（３）在条形统计图中，“非常了解”所对应的学生人数是　　　　 人；

４．（２０１６·泸州）为了解某地区七年级学生对新闻、体育、动画、娱乐、戏曲五类电视节目的

喜爱情况，从该地区随机抽取部分七年级学生作为样本，采用问卷调查的方法收集数据（参与

问卷调查的每名同学只能选择其中一类节目），并调查得到的数据用下面的表和扇形图来表示

（表、图都没制作完成）

节目类型 新闻 体育 动画 娱乐 戏曲

人数／人 ３６ ９０ 犪 犫 ２７
　

根据表、图提供的信息，解决以下问题：

（１）计算出表中犪、犫的值；

（２）求扇形统计图中表示“动画”部分所对应的扇形的圆心角度数；

（３）若该地区七年级学生共有４７５００人，试估计该地区七年级学生中喜爱“新闻”类电视

节目的学生有多少人？
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第４６课时 数据分析（二）

一、课前热身

１．在校园歌手大赛中，七位评委对某名歌手的打分如下：９．８，９．５，９．７，９．６，９．５，９．５，９．６，则

这组数据的平均数是　　　　．

２．百货商场对上周女装的销售情况进行了统计，如下表所示：

颜色 黄色 绿色 白色 紫色 红色

数量／件 １００ １８０ ２２０ ８０ ５５０

经理决定本周进女装时多进一些红色的，能解释这一现象的统计知识是 （　　）

Ａ．平均数 Ｂ．中位数 Ｃ．众数 Ｄ．方差

３．某班七个合作学习小组人数如下：４，５，５，狓，６，７，８，已知这组数据的平均数是６，则这组

数据的中位数是 （　　）

Ａ．５ Ｂ．５．５ Ｃ．６ Ｄ．７

二、知识要点

１．数据的集中趋势

（１）平均数：

①狓１，狓２，…，狓狀 的平均数珚狓＝ ；

② 加权平均数：若狀个数狓１，狓２，…，狓狀 的权分别是犳１，犳２，…，犳狀，则

叫做这狀个数的加权平均数．

（２）众数：一组数据中出现次数 的数据．

（３）中位数：将一组数据按照由 到 （或由大到小）的顺序排列，如果数据

的个数是奇数，则处于 位置的数据是这组数据的中位数；如果数据的个数是偶数，则

中间两个数据的 是这组数据的中位数．

（４）众数、中位数与平均数从不同的角度描述了一组数据的集中趋势．

２．数据的波动

（１）方差：一组数据狓１，狓２，…，狓狀 的平均数为珚狓，则这组数据的方差狊
２
＝ ．

（２）方差越大，数据的波动 ；方差越小，数据的波动 ．

三、典例精析

【例１】 某市５月下旬１１天中日最高气温统计如下表：

日期 ２１ ２２ ２３ ２４ ２５ ２６ ２７ ２８ ２９ ３０ ３１

最高气温（℃） ２２ ２２ ２０ ２３ ２２ ２５ ２７ ３０ ２６ ２４ ２７

则这１１天某市日最高气温的众数和中位数分别是 （　　）

Ａ．２２，２５ Ｂ．２２，２４ Ｃ．２３，２４ Ｄ．２３，２５
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【例２】 （１）甲、乙、丙、丁四位同学五次数学测验成绩统计如下表．如果从这四位同学中，

选出一位成绩较好且状态稳定的同学参加全国数学联赛，那么应选 （　　）

甲 乙 丙 丁

平均数 ８０ ８５ ８５ ８０

方 　 差 ４２ ４２ ５４ ５９

Ａ．甲 Ｂ．乙 Ｃ．丙 Ｄ．丁

（２）某招聘考试分笔试和面试两种，其中笔试按６０％、面试按４０％ 计算加权平均数，作为

总成绩．孔明笔试成绩９０分，面试成绩８５分，那么孔明的总成绩是 分．

【例３】对某校八年级随机抽取若干名学生进行体能测试，成绩记为１分，２分，３分，４分４

个等级，将调查结果绘制成如下条形统计图和扇形统计图．根据图中信息，这些学生的平均分

数是 （　　）

Ａ．２．２５ Ｂ．２．５ Ｃ．２．９５ Ｄ．３

四、中考链接

１．（２０１７·连云港）小广，小娇分别统计了自己近５次数学测试成绩，下列统计量中能用来

比较两人成绩稳定性的是 （　　）

Ａ．方差 Ｂ．平均数 Ｃ．众数 Ｄ．中位数

２．（２０１７·枣庄）如表记录了甲、乙、丙、丁四名跳高运动员最近几次选拔赛成绩的平均数

与方差：

甲 乙 丙 丁

平均数（ｃｍ） １８５ １８０ １８５ １８０

方差 ３．６ ３．６ ７．４ ８．１

由表中数据，要从中选择一名成绩好且发挥稳定的运动员参加比赛，应该选择 （　　）

Ａ．甲 Ｂ．乙 Ｃ．丙 Ｄ．丁

３．（２０１９·株洲）若一组数据狓，３，１，６，３的中位数和平均数相等，则狓的值为 （　　）

Ａ．２ Ｂ．３ Ｃ．４ Ｄ．５

４．（２０１７·达州）国家规定，中、小学生每天在校体育活动时间不低于１ｈ．为此，某区就“你

每天在校体育活动时间是多少”的问题随机调查了辖区内３００名初中学生．根据调查结果绘制

成的统计图如图所示，其中犃组为狋＜０．５ｈ，犅组为０．５ｈ≤狋＜１ｈ，犆组为１ｈ≤狋＜１．５ｈ，

犇组为狋≥１．５ｈ．

请根据上述信息解答下列问题：

（１）本次调查数据的众数落在　　　　 组内，中位数落在　　　　 组内；

第十章 概率与统计

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　１４４　　

（２）该辖区约有１８０００名初中学生，请你估计其中达到国

家规定体育活动时间的人数．

五、拓展训练

１．某外贸公司要出口一批食品罐头，标准质量为每听４５４克，现抽去１０听样品进行检测，

它们的质量与标准质量的差值（单位：克）如下，－１０，＋５，０，０，＋５，０，０，－５，０，＋５，＋１０．则

这１０听罐头质量的平均数及众数为 （　　）

Ａ．４５４，４５４ Ｂ．４５５，４５４ Ｃ．４５４，４５９ Ｄ．４５５，０

２．为迎接“义务教育均衡发展”检查，我市抽查了某校七年级８个班的班额人数，抽查数据

统计如下：５２，４９，５６，５４，５２，５１，５５，５４，这组数据的众数是 （　　）

Ａ．５２和５４ Ｂ．５２ Ｃ．５３ Ｄ．５４

３．在植树节当天，某校一个班同学分成１０个小组参加植树造林活动，１０个小组植树的株

数见下表：

植树株数（株） ５ ６ ７

小组个数 ３ ４ ３

则这１０个小组植树株数的方差是 ．

４．赵老师是一名健步走运动的爱好者，她用手

机软件记录了某个月（３０天）每天健步走的步数（单

位：万步），将记录结果绘制成了如图所示的统计图．
在每天所走的步数这组数据中，众数和中位数分别

是 （　　）

Ａ．１．２，１．３

Ｂ．１．４，１．３

Ｃ．１．４，１．３５

Ｄ．１．３，１．３

５．甲、乙两人在５次打靶测试中命中的环数如下：

第一次 第二次 第三次 第四次 第五次

甲 ８ ８ ７ ８ ９

乙 ５ ９ ７ １０ ９

（１）填写下表：

平均数 众数 中位数 方差

甲 ８ ８ ０．４

乙 ９ ３．２

（２）教练根据这５次成绩，选择甲参加射击比赛，教练的理由是什么？

（３）如果乙再射击１次，命中８环，那么乙的射击成绩的方差　　　　（填“变大”“变小”或

“不变”）．
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第４７课时 概率（一）

一、课前热身

１．下列事件为必然事件的是 （　　）

Ａ．小王参加本次数学考试，成绩是１５０分

Ｂ．某射击运动员射靶一次，正中靶心

Ｃ．打开电视机，ＣＣＴＶ第一套节目正在播放新闻

Ｄ．口袋中装有２个红球和１个白球，从中摸出２个球，其中必有红球

２．在英语句子“Ｗｉｓｈｙｏｕｓｕｃｃｅｓｓ！”（祝你成功！）中任选一个字母，这个字母为“ｓ”的概率

是　　　　．

３．如图，有四张背面相同的纸牌犃、犅、犆、犇，其正面分别画有正三角形、圆、平行四边形和

正五边形．小明将这四张纸牌背面朝上洗匀后随机摸出一张，则摸出的图形是中心对称图形的

概率是　　　　．

二、知识要点

１．在整理数据时，往往要把数据分成若干组，而各小组的　　　　 叫该组的频数，

　　　　 叫该组的频率，各小组的频率之和等于　　　　．

２．必然事件与不可能事件都是 事件，而不确定事件是指　　　　　　 事件．

３．概率是指：　　　　　　　　　　　．

４．必然事件的概率为 ．不可能事件的概率为　　　　．

５．频率与概率：在相同条件下，当试验的次数很大时某个事件发生的频率　　　　，此时

可通过试验用一个事件的　　　　 来估计这一事件的概率．

６．一个事件发生的频率接近于概率，还须有　　　　 的试验次数，只有　　　　 重复试

验时的频率，才能作为事件发生的　　　　，不能说频率等于　　　　．频率是通过试验得到

的数据，而概率是理论上事件发生的可能性．

三、典例精析

【例１】 下列事件中是必然事件的是 （　　）

Ａ．明天太阳从西边升起

Ｂ．篮球队员在罚球线上投篮一次，未投中

Ｃ．实心铁球投入水中会沉入水底

Ｄ．抛出一枚硬币，落地后正面朝上

【例２】在一个密闭不透明的袋子里有若干个白球．为估计白球个数，小何向其中投入８个
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黑球，搅拌均匀后随机摸出一个球，记下颜色，再把它放入袋中，不断重复摸球４００次，其中８８

次摸到黑球，则估计袋中大约有白球 （　　）

Ａ．１８个 Ｂ．２８个 Ｃ．３６个 Ｄ．４２个

【例３】 我市通过网络投票选出了一批“最有孝心的美少年”．根据各县市区的入选结果制

作出如下统计表，后来发现，统计表中前三行的所有数据都是正确的，后三行中有一个数据是

错误的．请回答下列问题：

（１）统计表中犪＝ 　　　　，犫＝ 　　　　；

（２）统计表后三行中哪一个数据是错误的？该数据的正确值是多少？

（３）株洲市决定从来自炎陵县的４位“最有孝心的美少年”中，任选两位作为市级形象代言

人．犃、犅是炎陵县“最有孝心的美少年”中的两位，问犃、犅同时入选的概率是多少？

区域 频数 频率

炎陵县 ４ 犪

茶陵县 ５ ０．１２５

攸县 犫 ０．１５

醴陵市 ８ ０．２

株洲县 ５ ０．１２５

株洲市城区 １２ ０．２５

四、中考链接

１．（２０１８·株洲）从－５，－
１０

３
，－槡６，－１，０，２，π这七个数中随机抽取一个数，恰好为负整

獉獉

数
獉
的概率为 （　　）

Ａ．
２

７
Ｂ．
３

７
Ｃ．
４

７
Ｄ．
５

７

２．（２０１６·武汉）不透明的袋子中装有形状、大小、质地完全相同的６个球，其中４个黑球、

２个白球，从袋子中一次摸出３个球，下列事件是不可能事件的是 （　　）

Ａ．摸出的是３个白球 Ｂ．摸出的是３个黑球

Ｃ．摸出的是２个白球、１个黑球 Ｄ．摸出的是２个黑球、１个白球

３．（２０１６·德州）某校为了解全校同学五一假期参加社团

活动的情况，抽查了１００名同学，统计它们假期参加社团活动

的时间，绘成频数分布直方图（如图），则参加社团活动时间的

中位数所在的范围是 （　　）

Ａ．４～６小时

Ｂ．６～８小时

Ｃ．８～１０小时

Ｄ．不能确定

４．（２０１６·毕节）为了提高学生书写汉字的能力，增强保护汉字的意识，某校举办了首届

“汉字听写大赛”，学生经选拔后进入决赛，测试同时听写１００个汉字，每正确听写出一个汉字

得１分，本次决赛，学生成绩为狓（分），且５０≤狓＜１００，将其按分数段分为五组，绘制出以下不

完整表格：
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组别 成绩狓（分） 频数（人） 频率

一 ５０≤狓＜６０ ２ ０．０４

二 ６０≤狓＜７０ １０ ０．２

三 ７０≤狓＜８０ １４ 犫

四 ８０≤狓＜９０ 犪 ０．３２

五 ９０≤狓＜１００ ８ ０．１６

请根据表格提供的信息，解答以下问题：

（１）本次决赛共有 名学生参加；

（２）直接写出表中犪＝ ，

犫＝ ；

（３）请补全右边相应的频数分布直方图；

（４）若决赛成绩不低于８０分为优秀，则本次

大赛的优秀率为 ．

５．（２０１６·百色）某校在践行“社会主义核心

价值观”演讲比赛中，对名列前２０名的选手的综

合分数犿进行分组统计，结果如下表所示：

组号 分组 频数

一 ６≤犿＜７ ２

二 ７≤犿＜８ ７

三 ８≤犿＜９ 犪

四 ９≤犿≤１０ ２

　

（１）求犪的值；

（２）若用扇形图来描述，求分数在８≤犿＜９内所对应的扇形图的圆心角大小；

（３）将在第一组内的两名选手记为：犃１、犃２，在第四组内的两名选手记为：犅１、犅２，从第一

组和第四组中随机选取２名选手进行调研座谈，求第一组至少有１名选手被选中的概率（用树

状图或列表法列出所有可能结果）．

五、拓展训练

１．下列说法中正确的是 （　　）

Ａ．“打开电视，正在播放《新闻联播》”是必然事件

Ｂ．“狓２ ＜０（狓是实数）”是随机事件

Ｃ．掷一枚质地均匀的硬币１０次，可能有５次正面向上

Ｄ．为了了解夏季冷饮市场上冰淇淋的质量情况，宜采用普查方式调查

２．某次考试有６道选择题，每道题所给出的４个选项中，恰有一项是正确的，如果小明从每
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道题的４个选项中随机地选择１个，那么他６道选择题全部选择正确的概率是 （　　）

Ａ．
１

４
Ｂ．（
１

４
）６ Ｃ．１!

（１
４
）６ Ｄ．１!

（３
４
）６

３．在一个暗箱里放有犪个除颜色外其他完全相同的球，这犪个球中红球只有３个．每次将

球搅拌均匀后，任意摸出一个球记下颜色再放回暗箱．通过大量重复摸球试验后发现，摸到红

球的频率稳定在２５％，那么可以推算出犪大约是 （　　）

Ａ．１２ Ｂ．９ Ｃ．４ Ｄ．３

４．大课间活动时，有两个同学做了一个数字游戏：有三张正面写有数字－１，０，１的卡片，

它们背面完全相同，将这三张卡片背面朝上洗匀后，其中一个同学随机抽取一张，将其正面的

数字作为狆的值，然后将卡片放回并洗匀，另一个同学再从这三张卡片中随机抽取一张，将其

正面的数字作为狇值，两次结果记为（狆，狇）．

（１）请你帮他们用树状图或列表法表示（狆，狇）所有可能出现的结果；

（２）求满足关于狓的方程狓２＋狆狓＋狇＝０没有实数解的概率．

第４８课时 概率（二）

一、课前热身

１．已知抛一枚均匀硬币正面朝上的概率为
１

２
，下列说法错误的是 （　　）

Ａ．连续抛一枚均匀硬币２次必有１次正面朝上

Ｂ．连续抛一枚均匀硬币１０次都可能正面朝上

Ｃ．大量反复抛一枚均匀硬币，平均每１００次出现下面朝上５０次

Ｄ．通过抛一枚均匀硬币确定谁先发球的比赛规则是公平的

２．一个不透明的袋子中有３个白球、４个黄球和５个红球，这些球除颜色不同外其他完全

相同．从袋子中随机摸出一个球，则它是黄球的概率为 （　　）

Ａ．
１

４
Ｂ．
１

３
Ｃ．
５

１２
Ｄ．
１

２

３．在边长为１的小正方形组成的网格中，有如图所示的犃，犅两点，在格点

上任意放置点犆，恰好能使得 △犃犅犆的面积为１的概率为 （　　）

Ａ．
３

１６
Ｂ．
３

８

Ｃ．
１

４
Ｄ．
５

１６
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二、知识要点

１．犘＝
犽
狀
中，犽为 ，狀为 ．

２．计算简单事件发生概率的方法有　　　　　　、　　　　　、　　　　　．

３．当试验的次数很大时，如果一个事件发生的频率稳定在相应的概率附近，我们可以通过

多次试验，用一个事件发生的　　　　　 来估计这一事件发生的概率．

三、典例精析

【例１】已知一个布袋里装有２个红球，３个白球和犪个黄球，这些球除颜色外其余都相同．

若从该布袋里任意摸出１个球，是红球的概率为
１

３
，则犪等于 （　　）

Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．３ Ｄ．４

【例２】 学校举办“大爱株洲”征文活动，小明为此次活动设计了一

个以三座山为背景的图标（如图），现用红、黄两种颜色对图标中的犃、

犅、犆三块三角形区域分别涂色，一块区域只涂一种颜色．

（１）请用树状图列出所有涂色的可能结果；

（２）求这三块三角形区域中所涂颜色是“两块黄色、一块红色”的

概率．

【例３】 如图，管中放置着三根同样的绳子犃犃１、犅犅１、犆犆１．

（１）小明从这三根绳子中随机选一根，恰好选中绳子犃犃１
的概率是多少？

（２）小明先从左端犃、犅、犆三个绳头中随机选两个打一个结，再从右端犃１、犅１、犆１三个绳头

中随机选两个打一个结，求这三根绳子能连接成一根长绳的概率．

四、中考链接

１．（２０１７·四市）一个不透明的口袋中有四个完全相同的小球，把它们分别标号为１，２，３，

４，随机摸出一个小球后不放回，再随机摸出一个小球，则两次摸出的小球标号之和等于５的概

率为 （　　）

Ａ．
１

５
Ｂ．
１

４
Ｃ．
１

３
Ｄ．
１

２

２．（２０１７·绵阳）同时抛掷两枚质地均匀的骰子，则事件“两枚骰子的点数和小于８且为偶

数”的概率是　　　　．

３．（２０１７·达州）从－１，２，３，－６这四个数中任选两数，分别记作犿，狀，那么点（犿，狀）在函

数狔＝
６

狓
图象上的概率是　　　　．

４．（２０１７·株洲）三名初三学生坐在仅有的三个座位上，起身后重新就座，恰好有两名同学
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没有坐回原座位的概率是 （　　）

Ａ．
１

９
Ｂ．
１

６
Ｃ．
１

４
Ｄ．
１

２

５．（２０１７·株洲）某次世界魔方大赛吸引世界各地共６００名魔方爱好者参加．本次大赛首

轮进行３×３阶魔方赛，组委会随机地将爱好者平均分到２０个区域，每个区域３０名同时进行比

赛，完成时间小于８秒的爱好者进入下一轮角逐．下图是３×３阶魔方赛犃区域３０名爱好者完

成时间统计图．求：

（１）犃区域３×３阶魔方赛爱好者进入下一轮角逐的人数的比例（结果用最简分数表示）；

（２）若３×３阶魔方赛各个区域的情况大体一致，则根据犃区域的统计结果估计在３×３阶

魔方赛后本次大赛进入下一轮角逐的人数；

（３）若３×３阶魔方赛犃区域爱好者完成时间的平均值为８．８秒，求该项目赛该区域完成

时间为８秒的爱好者的频率（结果用最简分数表示）．

６．（２０１８·株洲）为提高公民法律意识，大力推进国家工作人员学法用法工作，今年年初某

区组织本区９００名教师参加“如法网”的法律知识考试．该区对本区犃学校参考教师的考试成

绩绘制了如下统计图和统计表（满分１００分，考试分数均为整数，其中最低分７６分）．

　　

犃学校参考教师考试成绩统计表

分数 人数

８５．５以下 １０

８５．５以上 ３５

９６．５以上 ８

（１）求犃学校参加本次考试的教师人数；

（２）若该区各学校的情况大体一致，试估计该区参考教师本次考试成绩在９０．５分以下的

人数；

（３）求犃学校参考教师本次考试成绩在８５．５～９６．５分之间的人数占该校参考教师人数

的百分比．
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　　７．（２０１９·株洲）某甜品店计划订购一种鲜奶．根据以往的销售经验，每天的最高气温犜与

当天的需求量有关，现将去年六月份（按３０天计算）的情况统计如下：

最高气温犜

（单位：℃）

每天的需求量

（单位：杯）

犜＜２５ ２００

２５≤犜＜３０ ２５０

犜≥３０ ４００

　　

（１）求去年六月份最高气温不低于３０℃ 的天数；

（２）若以最高气温位于各区间的频率估计最高气温位于该区间的概率，求去年六月份这

种鲜奶一天的需求量不超过２００杯的概率；

（３）若今年六月份每天的进货量均为３５０杯，每杯的进价为４元，售价为８元，未售出的这

种鲜奶厂家以１元的价格收回销毁．假设今年与去年的情况大致一样，若今年六月份某天的最

高气温犜满足２５≤犜＜３０（单位：℃），试估计这一天销售这种鲜奶所获得的利润为多少元？

五、拓展训练

１．有三张正面分别标有数字－２，３，４的不透明卡片，它们除数字不同外，其余全部相同，

现将它们背面朝上洗匀后，从中任取一张（不放回），再从剩余的卡片中任取一张，则两次抽取

的卡片上的数字之积为正偶数的概率是 （　　）

Ａ．
４

９
Ｂ．
１

１２
Ｃ．
１

３
Ｄ．
１

６

２．在一个口袋中有４个完全相同的小球，它们的标号分别为１，２，３，４，从中随机摸出一个

小球记下标号后放回，再从中随机摸出一个小球，则两次摸出的小球的标号之和大于４的概率

是 （　　）

Ａ．
３

８
Ｂ．
１

２
Ｃ．
５

８
Ｄ．
３

４

３．在一个口袋中有４个完全相同的小球，把它们分别标上１、２、３、４．小明先随机地摸出一

个小球，小强再随机的摸出一个小球．记小明摸出球的标号为狓，小强摸出的球标号为狔．小明

和小强在此基础上共同协商一个游戏规则：当狓＞狔时小明获胜，否则小强获胜．

（１）若小明摸出的球不放回，求小明获胜的概率．

（２）若小明摸出的球放回后小强再随机摸球，问他们制定的游戏规则公平吗？请说明理由．

４．某次中博会在湖南召开，设立了长沙、株洲、湘潭和张家界４个会展区，聪聪一家用两天

时间参观两个会展区：第一天从４个会展区中随机选择一个，第二天从余下３个会展区中再随

机选择一个，如果每个会展区被选中的机会均等．

（１）请用画树状图或列表的方法表示出所有可能出现的结果；

（２）求聪聪一家第一天参观长沙会展区，第二天参观张家界会展区的概率；

（３）求株洲会展区被选中的概率．
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专题测试（八）

（时量：９０分钟　　分值：１００分）

第 Ⅰ 卷（选择题 　 共３０分）

一、选择题（每小题有且只有一个正确答案，本题共１０小题，每小题３分，共３０分）

１．下列说法正确的是 （　　）

Ａ．“购买１张彩票就中奖”是不可能事件

Ｂ．“掷一次骰子，向上一面的点数是６”是随机事件

Ｃ．了解我国青年人喜欢的电视节目应做全面调查

Ｄ．甲、乙两组数据，若狊２甲 ＞狊
２
乙，则乙组数据波动大

２．为了解某社区居民的用电情况，随机对该社区１０户居民进行了调查，下表是这１０户居

民２０１７年４月份用电量的调查结果：

居民（户） １ ３ ２ ４

月用电量（度） ４０ ５０ ５５ ６０

那么关于这１０户居民月用电量（单位：度），下列说法错误的是 （　　）

Ａ．中位数是５５ Ｂ．众数是６０

Ｃ．方差是２９ Ｄ．平均数是５４

３．甲、乙两学生在军训打靶训练中，打靶的总次数相同，且所中环数的平均数也相同，但

甲的成绩比乙的成绩稳定，那么两者的方差的大小关系是 （　　）

Ａ．狊２甲 ＜狊
２
乙 Ｂ．狊２甲 ＞狊

２
乙 Ｃ．狊２甲 ＝狊

２
乙 Ｄ．不能确定

４．四张质地、大小、背面完全相同的卡片上，正面分别画有圆、矩形、等边三角形、等腰梯形

四个图案．现把它们的正面向下随机摆放在桌面上，从中任意抽出一张，则抽出的卡片正面图

案是中心对称图形的概率为 （　　）

Ａ．
１

４
Ｂ．
１

２
Ｃ．
３

４
Ｄ．１

５．如图是小芹６月１日－７日每天的自主学习时间统计图，则小芹这七天平均每天的自主

学习时间是 （　　）

Ａ．１小时 Ｂ．１．５小时 Ｃ．２小时 Ｄ．３小时

６．某火车站的显示屏，每隔４分钟显示一次火车班次的信息，显示时间持续１分钟，某人到

达该车站时，显示屏上正好显示火车班次信息的概率是 （　　）

Ａ．
１

６
Ｂ．
１

５
Ｃ．
１

４
Ｄ．
１

３
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７．某棉纺厂为了解一批棉花的质量，从中随机抽取了２０根棉花纤维进行测量，其长度狓（单位：

ｍｍ）的数据分布如下表，则棉花纤维长度的数据在８≤狓＜３２这个范围的频率为 （　　）

棉花纤维长度狓 频数

０≤狓＜８ １

８≤狓＜１６ ２

１６≤狓＜２４ ８

２４≤狓＜３２ ６

３２≤狓＜４０ ３

Ａ．０．８ Ｂ．０．７ Ｃ．０．４ Ｄ．０．２

８．如图，随机闭合开关Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３ 中的两个，则能让两盏灯

泡同时发光的概率为 （　　）

Ａ．
１

６
Ｂ．
１

３

Ｃ．
１

２
Ｄ．
２

３

９．在一个不透明的袋中装着３个红球和１个黄球，它们只有颜色上的区别，随机从袋中摸

出２个小球，两球恰好是一个黄球和一个红球的概率为 （　　）

Ａ．
１

２
Ｂ．
１

３
Ｃ．
１

４
Ｄ．
１

６

１０．在一个不透明的盒子里装有６个分别写有数字－３，－２，－１，０，１，２的小球，它们除数

字不同外其余全部相同．现从盒子里随机取出一个小球，记下数字犪后不放回，再取出一个记

下数字犫，那么点（犪，犫）在抛物线狔＝－狓
２
＋１上的概率是 （　　）

Ａ．
１

１０
Ｂ．
１

６
Ｃ．
２

１５
Ｄ．
１

５

第 Ⅱ 卷（非选择题 　 共７０分）

二、填空题（本题共６小题，每小题３分，共１８分）

１１．已知一个样本的方差是狊２＝
１

５
［（狓１－４）

２
＋（狓２－４）

２
＋…＋（狓５－４）

２］，则这个样本

的平均数是　　　　，样本的容量是　　　　　　．

１２．小明旅行箱的密码是一个六位数，由于他忘记了密码的末位数字，则小军能一次打开

该旅行箱的概率是 ．

１３．已知样本数据１，０，狓，１，２的平均数是２，则这组数据的极差为　　　　　．

１４．已知数据犪，犫，犮的平均数是８，那么数据２犪＋１，２犫＋１，２犮＋１的平均数是 ．

１５．在四边形犃犅犆犇 中，（１）犃犅 ∥犆犇，（２）犃犇 ∥犅犆，（３）犃犅 ＝犆犇，

（４）犃犇 ＝犅犆，在这四个条件中任选两个作为已知条件，能判定四边形

犃犅犆犇 是平行四边形的概率是　　　　．

１６．如图，小明随意向水平放置的大正方形内部区域抛一个小球，则小

球停在小正方形内部（阴影）区域的概率为　　　　．

第十章 概率与统计

数学吧——做专业、开放的数学平台！为数学学习者、教学者、爱好者赋能！

数
学
吧
：
www.m

at
hs

8.
co

m



　１５４　　

三、解答题（本大题共７小题，共５２分）

１７．（本题满分６分）省射击队为从甲、乙两名运动员中选拔一人参加全国比赛，对他们进

行了六次测试，测试成绩如下表（单位：环）：

第一次 第二次 第三次 第四次 第五次 第六次

甲 １０ ８ ９ ８ １０ ９

乙 １０ ７ １０ １０ ９ ８

（１）根据表格中的数据，计算出甲的平均成绩是 环，乙的平均成绩是

环；

（２）分别计算甲、乙六次测试成绩的方差；

（３）根据（１）、（２）计算的结果，你认为推荐谁参加全国比赛更合适，请说明理由．

１８．（本题满分６分）在株洲市开展的“美丽株洲，创卫我同行”活动中，我校倡议七年级学

生利用双休日在各自社区参加义务劳动．为了解同学们劳动情况，学校随机调查了部分同学的

劳动时间，并用得到的数据绘制成不完整的统计图表，如下图所示：

劳动时间（时） 频数（人） 频率

０．５ １２ ０．１２

１ ３０ ０．３

１．５ 狓 ０．４

２ １８ 狔

合计 犿 １

（１）统计表中的狓＝ 　　　　，狔＝ ，犿＝ 　；

（２）请将频数分布直方图补充完整；

（３）求所有被调查同学的平均劳动时间．
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　１５５　　

　　１９．（本题满分６分）一个不透明的口袋装有若干个红、黄、蓝、绿四种颜色的小球，小球除

颜色外完全相同，为估计该口袋中四种颜色的小球数量，每次从口袋中随机摸出一球记下颜色

并放回，重复多次试验，汇总试验结果绘制如下图不完整的条形统计图和扇形统计图．

根据以上信息解答下列问题：

（１）求试验总次数，并补全条形统计图；

（２）扇形统计图中，摸到黄色小球次数所在扇形的圆心角度数为多少度？

（３）已知该口袋中有１０个红球，请你根据试验结果估计口袋中绿球的数量．

２０．（本题满分８分）某市今年中考理、化实验操作考查，采用学生抽签方式决定自己的考

查内容．规定：每位考生必须在三个物理实验（用纸签犃，犅，犆表示）和三个化学实验（用纸签

犇，犈，犉表示）中各抽取一个进行考查．小刚在看不到纸签的情况下，分别从中各随机抽取

一个．

（１）用“列表法”或“树状图法”表示所有可能出现的结果；

（２）小刚抽到物理实验犅和化学实验犉（记作事件犕）的概率是多少？

２１．（本题满分８分）某市“艺术节”期间，小明、小亮都想去观看茶艺表演，但是只有一张茶

艺表演门票，他们决定采用抽卡片的办法确定谁去．规则如下：

将正面分别标有数字１、２、３、４的四张卡片（除数字外其余都相同）洗匀后，背面朝上放置

在桌面上，随机抽出一张记下数字后放回；重新洗匀后背面朝上放置在桌面上，再随机抽出一

张记下数字．如果两个数字之和为奇数，则小明去；如果两个数字之和为偶数，则小亮去．

（１）请用列表或画树状图的方法表示抽出的两张卡片上的数字之和的所有可能出现的

结果；

（２）你认为这个规则公平吗？请说明理由．
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　１５６　　

２２．（本题满分８分）一个不透明的袋中装有２０个只有颜色不同的球，其中５个黄球，８个

黑球，７个红球．

（１）从袋中摸出一个球是黄球的概率；

（２）现从袋中取出若干个黑球，搅匀后，使从袋中摸出一个球是黑球的概率是
１

４
，求从袋

中取出黑球的个数．

２３．（本题满分１０分）“切实减轻学生课业负担”是我市作业改革的一项重要举措．某中学

为了解本校学生平均每天的课外作业时间，随机抽取部分学生进行问卷调查，并将调查结果分

为犃，犅，犆，犇四个等级，犃：１小时以内；犅：１小时—１．５小时；犆：１．５小时—２小时；犇：２小时以

上．根据调查结果绘制了如图所示的两种不完整的统计图，请根据图中信息解答下列问题：

（１）该校共调查了 名学生；

（２）请将条形统计图补充完整；

（３）表示等级犃的扇形圆心角α的度数是 ；

（４）在此次调查问卷中，甲、乙两班各有２人平均每天课外作业量都是２小时以上，从这４

人中选２人去参加座谈会，用列表或画树状图的方法求选出的２人来自不同班级的概率．
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